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13 Limieten en asymptoten

Voorkennis Limiet en afgeleide

Bladzijde 9

foa+rh)—fx) . axth)—ax . ax+ah—ax . ah_ .
Tkhm = lim =lim—=lima=a

1| a f(x)=Ilim
: S h—0 h—0 h h—0 h 0 b o

_ 2 g 5 .
b f’(x)=flin})w=lima(x+h) ax ]ima(x +2xh+ h*) —ax

h—0 h B0 h
2 + + 2 _ -+ 2 h(2ax + ah
i B DA 2 ) — lim 2ax + ah) = 2ax
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
@ o fo=lim?ERNO_ g0 gete g Eo) gt
= h—0 h -0  h h—0 h h—0 h st k%
h—1
b Uit a volgt £(x) = ¢ geeft f(x) = lim = - ¢*.
=0 R
=1 o _
lim =1,dusf(x)=1-e"=¢"
n—0 h
13.1 Limieten en perforaties
Bladzijde 10
a B [EXE]:Show coordinates
Y1=(x"(3 2
X=2 °L=ERROR
b f(1)=1,/(1,9) = 3,61, f(1,99) = 3,9601, /(2,01) = 4,0401
3_9.92
c f(2)=%=%en dat is onbepaald.
Bladzijde 11
limx2+x_6=(_3)2_3_6=£=0
%33 X—2 =3 —32 -5
b limx2+7X+12=0+0+12=£=2
=0 X*+35x+6 0+0+6 6
o ot o mkd 2 ; . el .
c Il]ﬁn_l2 Pl g{lzx o dat is onbepaald, dus xlgl:lz—xz_i_ - bestaat niet,
Bladzijde 12
2 9y — x+1D(x—3
a limZo2E3 g, BTN )=lim(x+l)=4
x—3 -x_3 x—3 -x_3 x—3
. 2+ 2x-3 . -DE+3) _
b x11>n;13 x+3 Hxhﬁrr—l3 x+3 ‘xll)ﬁ_g(x 1)_‘ .
c limx2—3x+2= im(x_ 1)(x—2)= imx_2=i=—l
ol B0t~ 2  arE—DE+d) goixtZ2 F P
. xX2—-x-2 . x+Dx—-2) o x—2 -3
d lim = - ===-3

e+l e T sixt? 1
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P2=5x+6_ .. (x—2)x—3)

o tin 2 i ST ey~
BT —4)(x+4
T | ki PR
x—4 x—4 x—4 x—4 x—4
¢ imEoBEI6_ G xmd 0,
a4 X2—16 ,1%4(3( NHx+4) Sax+4 8
2x? 2 5
d li =lim==2
xf%)3x xl—I)I%)3 3
2 x—5)x+5
T o' W )=lim(x+5)=10
x—35 x—5 x—=35 i
b lim Bt gy TEFD x+2 2_,
Sy WD) Sl 1
c limx2—3x+2 1-3+2 0 -0
il X2—x—=2 1-1-2 -2
4 i x3+x2*6x_1. ey +x‘6)_l. X(x—2)(x+3)_]. x(x+3)_2-5__10
-6 2 BB G20 % 43 -l
2 _ x—6)x+6
0 b 08 Y i
is6 X—6 x—6 x—6 x—6
R ca A e I cu e
x—>4x2 +3x- 4 x—-4 (xk 1)(X+4) x—-4X— I -5 2
¢l X6¥FS5 _25+30+5_60
1‘%—5)62*“4)(“5 25+20-5 40 2
d fE L D g, B
a2 —1 dex-D@x+1) coi2xt1 2
+ x—3Nx—4 — -
@ lim /(o) = lim =T ENS i e PSS . T M

x—3 x2+ —12 x—>3(X“*3)(x+4) .x—)3X+4 7
De continumakende waarde van f'voor x =3 is f%.

b lim g 11m16x —lim(4xul)(4x+l)=1im4x+l=2=1_
Im e =l T =4 MM @ -1 | 42

. 1 1
De connnumakende waarde van g voor x =7 is 3.

_@-2 o G2 x+\2 22,

a lim lim lim
A_>sz2+x\/§ 4 A_,Vz(x—\/_)(xu\/_) H\,zx+z\/_ 3\/_
b iy 20t Tx—4 lim(?.x*1)(Jf+4)=l.mx+4=4_2=i
20+ [55—8 wob@x—D(x+8) «oix+8 gl 1
Bladzijde 13
Codet+3 (- DE—3)
hix)= 3 3 — 1 mitsx #3
lin'é h(x) =2, dus de codrdinaten van dit ‘gaatje’ zijn (3, 2).
X—
y
h
3
2
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Bladzijde 15
_2+x—6_x—2)x+3)
L x+ta xha
Er is een perforatie als a =-2 en als a = 3.

li i EEDEED e+ 3)=5
chgﬁZ(X) xl—rg x—2 .xlﬂn;(x )

Voor a =-2 is de perforatie (2, 5).

I i EEDEED) 2=
x1ﬁn_13f3(x) LT x+3 a x;n}}(x )=

Voor a = 3 is de perforatie (-3, -5).
2 e -4)(x+5
b fa(x):x +x 20:@5 )(x +3)

xta xta
Er is cen perforaticals a =-4 en als a = 5.
fi =i ) i 4 Sy
m =lim————=1im =
x1—>4 - X) x—4 x—4 x—)4x )

Voor a = -4 is de perforatie (4, 9).
l T iG] I
xg{lsfS(x) B xgr—ls x+5 - an—ls(x )=
Voor a =5 is de perforatie (-5, -9).
_¥=9_ (x—3)x+3)
£ f‘;(x)—x+a_ x+ta
Er is een perforatie als a =-3 en als a = 3.
(x—3)x+3)
x—3 -

lim f(x) = lim =lim(x+3)=6
x—3 x—3 x—3

Voor a =-3 is de perforatie (3, 6).

l im N e—3)=6
xggﬁ(x)kxlan—g x+3 #xlan}a(x )=

Voor a = 3 is de perforatie (-3, -6).

2-Aix+2 (x—Ax-%

o A= x+a xta
Er is een perforatie als @ = -4 en als a = 3.
x—4)x—%
lim f4(x) = lim o) lim(x— =31
x—4 x—4 -4 x—4

Voor a = -4 is de perforatie (4, 3%).

x—M(x —+
lim £ .(x) = lim¢= lim(x — 4) =-31
x—)% 2 x—)é— -3 x—)%

Voor a =~} is de perforatie (3, -31).

2-3x2+4  (x—\2x-22)
b )= xta Bl xta
Er is een perforatie als @ = -+/2 en als a = -2/2.

. =D 242) B
Ity g e I
Voor a =-+/2 is de perforatie (2, -/2).

. D=2y
1 )= 1 =1 -J2)=\2
Jimfop@= lim T me V2= \2

Voor a =-2+/2 is de perforatie (22, \/2).
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_2-x-3 (x+D@x-3) F(@x+2)(2x-3)
€ fu¥)= 2x+a 2x+a B 2x+a
Er is cen perforatic als ¢ = 2 en als a =-3.

I i 2B gy L2-3)=ca
x;n_]}ﬁ()«:) x;t{l] v +2 xlﬁﬂ_llz( )=3C ) 2
Voor a = 2 is de perforatie (-1, —2%).

. L @xt2(2x-3) : ,
lim f5(x)= lim =lim5(2x+2)=3(3+2)=23
x— 13 x—1% 2x—3 x> 1%

Voor a =-3 is de perforatie (13, 23).

9P +6x—8 (3x—2)(3x+4)
e ful0)= 3x+a 3x+a
Er is cen perforatic als a =-2 en als a = 4.

. o Bx—-)(3Bx+4) ,
limf,(x)=lim————=——=1lm3x+4)=2+4=6
x—3 x—3 3x—2 2

x—3%

Voor a =-2 is de perforatie (%, 6).

1‘ — 1‘ w— l‘ 3 _2 —,4_2—,6
Rl T -

xﬂ-lg

Voor a =4 is de perforatic (—1;—, -6).
42 —4x—15 _ (2x+3)(2x—5)

b ful¥)= 2x+a 2x+a
Er is cen perforatic als a = 3 en als a =-5.
; . (@x+3)2x—5)
B Sl A
Voor a = 3 is de perforatic (-13, -8).
(2x+3)(2x—5)

Voor a =-5 is de perforatie (23, 8).

22— 1lx+15_(x=3)(2x-5) _3@r—6)2x-5)
¢ fx)= = =

lim (2x +3)=5+3=8

x—24

2x+a 2xt+a 2xt+a
Er is cen perforatie als @ = -6 en als a =-5.
1
: _ 12 =62y —-5) 1 _1
lim £() = lim == = = lim (;(2x ~ 5) = (6 ~ 5) =

Voor a =-6 1s de perforatic (3, '5).
1(2x=6)2x=5) _

» § . 1 1 1
= i e 5 SR E=eN=g 0=y
Voor a =-5 is de perforatic (23, -3).

Voor een perforatie mag de functiewaarde niet bestaan. Dat is alleen het geval als de
noemer gelijk is aan nul. Maar als de teller voor een nulpunt van de noemer ongelijk is
aan nul, dan bestaat de limiet van f{x) niet. De enige mogelijkheden voor een perforatie

is er dus als de teller hetzelfde nulpunt heeft als de noemer. Je moet nog wel controleren
of de limiet van f{x) bestaat.

x2—4a_x+3az_(x_a)(x_3a)
X—da B X—a

(x —a)(x—3a)
x—a

Jox) =

lim f£,(x) = lim = lim(x — 3a)=-2a

X—a X—a xX—a

De perforatie is (a, -2a).

(a,2a)opdelimy=x—3geefta—3=-2a
3a=3

a=1

@ Moordhoff Uitgevers bv
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Bladzijde 16 i
2 +x—10_(2x+5)E=2) 3(2x+5)2r—4)

@ Ju0= 2x+a 2x+a 2x+a
Er is een perforatie als @ =5 en als a =-4.
1
;(2x+5)2x—4)
]. _ 1 2 —
xir-%;-fS(x) xfflz;- 2%+ 5

lim (;(2x—4))=3(-5-4)=~4;

Dus voor a = 5 is de perforatie (-23, -43).
SR+ —4)

5 - Y + =k +5)= 1
lim /() = lim == limG(2x +5)) =5 (4 +5) =4}
Dus voor a = -4 is de perforatie (2, 4%).

2x2+x—10

b ful0) ==, geeft
frwy =& Ut D-@F@+x-10) 2 g2+ 2x+4dax+a— 4 —2x+20 _ 4 +4dax+a+20
. (2x+a) (Do) (2x +a)?

—da+a+
£/(-1)=0 geeft %=
4—4a+a+20=0
-3a=-24
a=38
24+ x— 2 4 +
fs(x)zzxzxj_g 10 en fy(x) = 4x(2x33;)228
Sy =0 geeft 4x2 +32x +28=0
X2+8+7=0
(x+1x+7)=0
x=-lvx=-7
2:49-7-10_81 1
D=8 ~ 5 132
De coordinaten van de andere top zijn (-7, -13 %).

= 4~ Max w67 _ (28~ )26 60)
o 2x—a 2x—a
Voor elke waarde van a is er een perforatie als x = 3 a.

) . (2x—a)(2x—6a) )
lim f(x)= lim = lim (2x — 6a)=a— 6a =-5a
x—ka x—ta Ix—a x—ta

De perforatie is (;— a,-5a).

(3a,-5a) op y =-2x*+ 12 geeft -2 - a* + 12=-5a
~3d2+5a+12=0

a>—10a—24=0
(@+2)a—12)=0
a=-2va=12

8 Hoofdstuk 13 @ Moordhoff Uitgevers bv



¥ — 4y =x(x2 4 _xx—2)(x+2)

e Jox)= x+a x+ta xta
Er is een perforatie als a = 0 (vold. niet), a=-2 ena = 2.
x{x—2)x +2) .
f,z(x)=T=x(x+2)=x2+2xmltsx;é,?.
x(x —2)(x +2) :
fz(x)=T=x(x—2)=x2—2xmltsx¢—2
.y
fy
fo
v
X
x=1x=2
D) 2 2

O(r) = [(/,0) — /o) dx = [( + 2x = (2 — 20 dv = [dxdr=[27] =2 -4-2 - 1=6

1 1 1
13.2 Sprongen en knikken in grafieken

Bladzijde 18

_[x*voorx<1
a f;(x)_{—x+3 voor x> 1

"

b Nee, de grafick van f; is geen ononderbroken kromme.
¢ Voor p =2 is de grafick van f, een ononderbroken kromme.

Bladzijde 19
19 i —lim2* P =21-p
' a J]cl%lil £ x) }fl%lilz 2
i =1 2+ =14+7=
chlﬂlf})(x) llf}(x N=1+7=8

lim f,(x) bestaat als 2' 7 =8
x—1
l-p=3
p=-2

@ Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten 9



10

b }Ci%rllﬁ,(x)=£i‘%?ex+P:e‘+P
J1(1{1[1112(;0=}[1£r]1(x+3)=1-&-3=4
lim f,(x) bestaat als e' » =4
! 1+p=In(4)

p=-1+1n#)
i =i +p)= +

C 111(1? Jox) £1Trr]11n(x p)=In(1+p)
i =lim@x*+D=1+1=
chlflll k) }fﬁl(x D=1+1=2
lim f,(x) bestaat als In(1 +p) =2

p=-1+¢?

d il%ﬁlﬁ,(x)=1;‘1ﬁ1‘l’x‘2‘=‘}?_2|
li =Hifiy2 +3j=1 +3=4
xlII{l Fox) xljrll(x X)

lim f,(x) bestaat als p-2|=4
ol p-2=4vp-2=-4
p=6vp=-2

Bladzijde 20

' 1{1%121 Jpg¥) = li%(xz +p)=4+p

i e Sl
lim /,.,(x) = lim(3x+4) = 6 + ¢

11%1;1 fv’q(x) = 11%1}(3): +g)=12+¢q
lim];q(x)zlim(fxz—px+ 1)=-16—-4p+1l=-4p—-5
xl4 7 x4

lim /,4(x) bestaat alsd+p=6+g

x=2 7

P=q=2
lim f, (x) bestaatals 12 +¢=-4p—35
x—=4 7

dp+qg=-17

{p—q=2
dp+q=-17
=+
Sp=-15
B= —

3-g=2
p—q=2} X

g=-5
Dus voorp=-3 eng =-5.

1i1pll fg®) = 1i%14 sin( pmx) = 4sin(37p)
]%pﬁw@)Zﬁﬁﬂk2+gx+2)=%+iq+2=%q+2%
lim £, (x) = im(8x* + qx +2) = 72+ 3¢ + 2 =3¢ + 74
xT3° xT3
EBﬁWQJ=ESQ4—4r—U:Sl—12—1=68
lim £, (x) bestaat als 3g + 74 = 68
x—3 3(]=—6
g=-2
lim f;,,(x) bestaat als 4sin(;mp) = ;¢ + 25
X—ry
g =-2 geeft 4sin(3mp) =-1+ 21
4sin(}71rp)=2
sin(3mp) =3
%np=én+k- 2frv};1rp=%;rc+k-2;rc
p=3+k-8vp=3i+k-8
0<p<5geeftp=2vp=3%
Dusvoor(p=§vp:3§)/\q=72.

Hoofdstuk 13
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Voorx <2is f(x)=x - (-x+2)=-x>+2x,
Voorx >2is f(x) =x ' (x—2)=x>—2x.
Voor x > 2 is f(x) = 2x — 2.

lim /') = lim(-2x + 2) =4 +2 =2

lim (x) =lim(2x —2)=4-2=2
ﬁi?f(x) xlfg( )

an o e

e 11'%121 fx)# lii‘]% Sx), dus lir% [(x) bestaat niet.

Bladzijde 21

"~ a De notatie /(x) = {—Zx T8 noonel.

is juist, want lim f"(x) bestaat niet oftewel
2x—6voorx<1 ) x—>1f()

f'(x) bestaat niet voor x = 1.
b helling

X
2 0 o \4 6
-9 2 ]

7 0 f00)= x2+2x—+1voorx=>-1
' ! -x?—2x—1 voorx <-1

¥

7

b f(3)=4gecft(3+1)- 13+p|=4

13+p|=1
3+p=1v3+p=-1
p=-2vp=-4

@ Noordhoff Uitgevers bv Limieten en asymptoten 11




Bladzijde 22

A o f)= x+Dx—1)=2x*—x—1voorx>1
| (2x+1Dx+1)=-22+x+1voorx <1
Het knikpunt is (1, 0).

li%rllf’(x)=li%r11(f4x+ ly=-4+1=-3
Dus k:y=-3x+3.
lim f(x)=lim{4x — 1)=4-1=3
xll xl1
Dus I: y=3x—3.
b L-T=3geel (2+41) ~ |51 —p =3

-1-p|=3
“-l=p=3v-1-p=-3
p=-4vp=2

¢ fn)= (2x+ 1) (x—p)=2x*—2px+x—pvoorx>p
i (2x+ ) (-x +p)=-2x+2px—x+pvoorx<p
li%nfp'(x) = li%n(*4x +2p = 1) = *4]) +2p —1= 72P -1
xTp xTp

liinf;)’(x)=lifn(4x—2p+ D=4p-2p+1=2p+1
xlp xLp

Geen knik als lim £,(x) = lim £,"(x), dus als -2p — 1 =2p + 1
xTp xlp -4p =2
3 1
pP="3

2 1 il
F = 2x +2x+21voorx2 2,
e <20t — 2% —5 VOOT & <=5

Y

o\

Bl a f(2)=-5geeft(1-2)|2+p|=-5

2+p|=5
2HPp=5V2 +p=-5
p=3vp=-T

1
2—3x—6voorx>-3

Lx
_Jz
S3(x) {_%xz +%x+ 6 voor x <-3
o ={%x2 —51x+ 14 voorx>7
1 -1x2+5ix— 14 voorx <7

:

12 Hoofdstuk 13
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(;—x—2)(x+p)=;—x2+%px—2x—2pvoorx2—p

b -
e {(%x —2)(-x—p)=-1x?—ipx+2x+2p voor x < -p

lim /)= lim(x ~Lp+2)=p~4p+2=Lp+2

xT-p xX1p

lim 7,/06) = lim(x+3p =2) = p+3p=2=-3p =2

xip P

Geen knik als liTm 1= liim £, dus als 5p+2=-3p 2
xT-p xip

p=-4

1x2— 8 voor x > -4

c -]

lim 7, (x)=lim-x=4, dus rc, = 4.
x%‘#fé‘l (X) x%‘*4 x Y k

-3x2 + 8 voor x <-4

rc, = tan(a) = 4, dus a = 75,9...°.

}irgﬁl’(x) = }irﬂx =-4, dus r¢;=-4,

rc, = tan(f) = -4, dus f =-75,9..°.

a—f=759."—-759.°>=152°

Dus Z(k, )= 180° — 152° =28°,

d Zieb.

rck:%p+2 en rc,:f%p—z

kLl dusre, - re,=-1
Gp+2)3p=2)=-1
P26 +2)=1
P+ 2pt4a=1
i +2p+3=0
pP+8p+12=0
(p+2)p+6)=0
p=-2vp=-6

(x—p)In(x) voor x=p
(—x+ p)In(x) voor x<p

(=) = 1+ In0)+ (x=p) - 2= In() + 1~ 2
[+ p)InGe)] =1 In(e) + (-x-+p) - 2= Ine) = 1 +2
lim/, ) = Lig(ln(x) —1+ f) =-In(p)— 1+ gz “In(p)— 1+ 1 =-In(p)

chifgj;’(x)flxifg(ln(x) . —§>=]n(p)+ i —§=ln(p) 41~ L=l
Geen knik als lim £,(x) = lim £,"(x), dus als -In(p) = In(p)
xTp xlp —2]Il(p)=0
In(p)=0
p=1
b J1(1%1;1 £ x)= li%’é’(_ln(x) -1+ %) =-In(2), dus rc, =-In(2).
re, = tan{a) = -In(2), dus @ =-34,7...°,
chifrzl )= lifrzl(ln(x) +1- %) =1n(2), dus r¢,= In(2).
re; = tan(f) =1n(2), dus f=34,7..°,
B—a=347.°--347.°=69°
Dus Z(k, )= 69°.
¢ Zica.
rc, =-In(p) en rc, = In(p)
kL1, dusre;, - re;=-1
-In(p) - In(p)=-1
In*(p)=1
In(p)=1v In(p)=-1

1
P‘EVP—e

@ Noordhoff Uitgevers bv Limieten en asymptoten 13
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o a f(x)=2 geeft

132.3 Asymptoten bij gebroken functies

Bladzijde 24

a f(l,)=-4
F(1,01) =-49
f(1,001) = -499

b 1'151 fx) =

¢ f10)= 1,717
/(100) = 1,970
£(1000) = 1,997

lim f(x)=2
X—>00
d lim f(x)=2
X—r—C
Bladzijde 26

Dt — 3%

-1
2x2=3x=2(x2—1)
It —3n=12x"—3
-3x=-2

3
x=3
Dus het snijpunt is (%, 2).

=32

2 .
b g(x)=;=x mits x # 0

De grafiek van g is de lijn ¥ = x met perforatie (0, 0).

ho=2=1

X x

noemer = 0 geeft x = 0, dus de lijn x = 0 is verticale asymptoot van de grafick van 4.

lim A(x) = lim %z 0, dus de lijn y = 0 is horizontale asymptoot van de grafiek van 4.

X—0 X—x

. 1
De grafiek van 4 is de hyperbool y =—

pr
y
h g
X
1
a lm3xz_x=lim3 x=3—0=_3
xX—rm 2 _Xz xauoi 1 0 -1
42
b lims_x=]imT=0;l=—%
X——C X—>-0 2
6
1i 2 1i _x 0
¢ JimyoTlmE g0
X
12
_—+—
. (2x=3) 42— 12x+9 = 4-0+0
d lm-—5—7—+= 2 = lim = =
x—om X +1 X—0 X +l X—® 1+L 1+0
5

Hoofdstuk 13
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9_§+L

a lim—(3x_1)2=lim9x2_6X+l=lim = x2=9—0+0=21
x%oo(ZX+1)2 xaoo4x2+4x+1 xam4+i+L 4+0+0 &
2
X X
L
b lim |x|+1=lim7x+1=lim x=71+0=_1
xim1_|x| x—)ﬂo1+x x—>ml+1 0+1
2
s o L = I 27k g o
¢ )L'-lglﬂc(xﬂ' 1)2 xln:luox2+2x+1 xin}eo 2 1 B 1 +0+0_
1+—+—2
X Xx
L
xR
d xh—tfox%lﬂlglll g
T
X
168 1
o G G le@-8x+l o x 2@ 0-0+0_,
X =0 X +4 X -0 XX+4 x—- 4 1+0
1+—3
X
4+i+L
b ]imx(2x+1)l=, x(4x2+4x+l)=i 4x3+4x2+x=]i % x2=4+0+0=4
X0 x3 +1 X0 x3 +1 X0 x3 +1 X—w 1 1+ 0
].+—3
X
8
¢ lim |xa_8|=lim_x3+8=l'm_H-F=_1+0=—‘—
x—)m2x3+x x—)—m2x3+x xlm 2+L 2+0 2
x2
L, 10
4 g IE0 L ad-t0 L TP -4-0
xlwx) |x3—1| el | x—-m 1 -1+0
*1+x—3

a - x—6=0A4x>—1#0
x+2)(x—3)=0Ax1#;
x=-2vx=3
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =-2 en x = 3,

4oL
. IR - kU X 4-0
) A it Jlﬂol_l_g —0-0 ¢
x  x?
De horizontale asymptoot is de lijn v = 4.
42— 1
b =4 geeft ———=4
f(x) gce x2—x—6
4 —1=4x>—4x—24
4x=-23

B
X a

Dus A(-53, 4).
1 4."62 -1 9
C f(x)=45geeftx—2_x_ =5

6
9x?—9x—54=8x-2
2=-9x—52=0
x+Hx—-13)=0
x=-4vx=13

flx) <45 geeftx<-4v-2<x<3vx>13
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Bladzijde 27
a X—4x=0al#£0
x(x2=4H=0Ax#£0
x=0vx*=4)Ax#0
x=2vx=-2
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =2 enx =-2,

lim =2 =il 1
x—)oox3 —4x .x—)nox3 4x x—oo 1-— i L=

x?.
Voor x— o0 is de horizontale asymptoot de lijn y = 1.
lim =L~ i g L
x—)mx3_4x x—)ﬂox3—4x x—-m _i 1-

1 2
Voor x— - is de horizontale asymptoot de lijn y =-1,

x3 -

b f(x)klgeeftx>0/\x3_4x41 vx<0a F =1
x>0Ax=x"—4d4x x<0A-x =x'—-4x
x>0Adx=0 Xx<0A-2X3+4x=0
geen opl. x<0A-2x(x*-2)=0

x<0A(x=0vx*=2)
x<0/\(x=0vx=\/§vx=—\/§)
ey

8 3

f)=-1 geeftx>0 A2 —=-1 VE<OAZ—=-1
x>0Axd=-+4x x<0Ax=-x+4x
X>0A2¢°—4x=0 x<0vdx=0
x>0 A2x(x*—=2)=0 x<0Ax=0
x>0A(x=0vxi=2) geen opl.

x>0A(x=0vr=42vx=-2)
=2

Dus A(-\/2, 1) en B(y/2, -1).

Stel k:y=ax+bmeta=izi:izﬁ;—ﬁ.

V22 22 2
y=—%xﬁ+b}_;_ B Z4b=1

door A(—/2, 1) ]

mg 2+b=1
1+b6=1
b=0
Dus k: y=-1x/2.
B 3
c f(x)—l3geeftx>0/\ 4x=;l vx<0/\x3~4x=%
x>0/\4x — 16x = 3x* x<0Add—16x=-3x°
x>0Ax*—16x=0 X<0ATxX*—16x=0
x>0Ax(x>—16)=0 x<0Ax(Tx?—=16)=0
x>0A(x=0vx2=16) x<0A(x=0vii="19
izgx\(x~0vx*4vx* 4) x<0/\(x=va:\/§vx=*\/§)
x=—2=-3/7
7577

f(x)>13geeft 2<x<-5]Tv2<x<4

16 Hoofdstuk 13 @ Moordhoff Uitgevers bv



D = 2 _ =
‘ i’i_;g 0}9b~18=0 21318 0}%4 8=0
b=2 b=2
Dus h=2.
gt
at+5 .. X _a+t0
lim £ = lim 558 _flfo‘oz_ﬁ 2-0 2°
x?
lim f(x) =6 geeft fa =6, dus a = 12.
X—»00
Dusa=12enb=2,
%o Y o
b axt+bd—2 0}16“8‘5_2:0
x=-2
I _9=
i 0}16a+8b—2=0
x=2
l6a—8b—2=0
16a+8h—2=0
-16b =0
b=0 _
16a—8b~2 0}16_“'1 2=0
B
5.2.1
i 2 4+ 2 -0+
lim5x1 Bl f® x4=010 0 0, cus de iy
x—w  =xt—2 xX—o 1__£ §~O
87 A
horizontale asymptoot klopt.
Dusa=§enb=0.
Bladzijde 28
f(x)=0 geeft x*—9=0
x*=9
x=3 v x=-3
vold. niet
Dus A(-3, 0).
=3x=0AX2—9#0
X(x=3)=0Ax>#9
(x=0vx=3)Ax#3Ax#-3
x=0
De verticale asymptoot is de lijn x = 0.
9
-9 = ¥ 1-0_
hmf(x)*hmxz_&xg1_3*1_071
X
De horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
Dus B(0, 1).
x—3)x+3 +
lim /()= lim 229y SO x¥3 343,

3X°—3x 153 x(x—3) x—=3 X 3
Dus de perforatle is (3, 2).

Stel k: y=ax+1 meta=——=1.
Dus k'y=1—x+ 1.

door (3 2)?
Dus de ljn £ gaat door de perforatie van de grafick van f

} *3+ 1 =2klopt.
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2sin(x)+ 1 =0 A cos(x) #0

2sin(x)=-1 Ax#in+k m

sin(x)=-3Ax#in+k-n
(x=-tx+k-2nvx=lin+k-2n) Ax#sn+k @

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = I en x = 127,
f(x)=0 geeft cos(x) =0, dus x=3m+k * 7.

Dus A(3m, 0).

B cos(x) "

)= Gy + T B
, . (2sin(x) + 1) - -sin(x) — cos(x) - 2cos(x) -2 sin?(x) — sin(x) — 2 cos(x) 2 —sin(x)

7= (2sin(x) + 1) N (2sin(x) + 1)

o il o TR 1
Stel k: y=ax + b met a =/"(371) ST

1
y=-3x+b | 11, _
door A(L, 0)} sam b0

b:gﬂ'

Dus k:y=f§x+ém
xX= lé:rc geefty=-1 - llgn+é;rc:*§n

3
5 1,45 1 4
x=lzmgeefty=-5-linten=—3mn

Dus B(1im, -3x) en C(1im, -2m).

cos?(x) (cos(x) + 1) * 2cos(x) - -sin(x) — cos?(x) * -sin(x)

@ S0 Gosmy 1 8t S )= (cos(x) +1)?

_ “2sin(x) cos?(x) — 2 sin(x) cos(x) + sin(x) cos*(x)

(cos(x) + 1)
_ -sin(x) cos?(x) — 2 sin(x) cos(x)
(cos(x) +1)?
[(x) =0 geeft -sin(x) cos*(x) — 2 sin(x) cos(x) =0
-sin(x) cos(x)(cos(x) +2)=0
sin{x) =0 v cos(x) =0 v cos(x)=-2
x=%n+k‘nvx=k‘n

xin [0, 27] geeft x=0v x=1m vx=m (vold. niet) vx=1invx=2x
max. is £(0) = 1
min, isf(%:'r) =0
min. is f(117) =0
max. is f(21) =1
b cos(x)+ 1 =0 A cos’(x) #0 metx in [0, 2x] geeft x = 7.

De verticale asymptoot is de lijn x = 7.
i cos’(x) |
J(x) =7 geeft I
2 cos’(x) = cos(x) + 1
2cos’(x) —cos(x) —1=0
Stel cos(x) = u.

2u—u—1=0

D=(1P—4:2+-1=9
1+3 1-3

u=——=1lvuy=—=—=-

1
4 VMTTg T
cos(x)=1 vcos(x):f%
ka'vax=§n+k‘2ﬂvx=*%n+k‘2n
xin [0, 2n] geeftx=0vx=3nvx=13nvx=2n

Dus A(37, 5) en de afstand van 4 tot de lijn x = is 7.

i8 Hoofdstuk 13
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a x=:rcgeeft\/§ —2sin(an) =0 A cos(an) #0
2sin(a1c)=\/§/\an¢%:rc+k‘n
sin(am)=3\3Aa#3+k- 1
(an=3in+k-2mvan=in+k-2n)na#s+k-1
(a=%+k-2va=3+k-2na#s+k-1
a=i+k-2va=3+k-2

0<a<lgeefta=sva=3

b Voor een perforatic moet gelden cos{ax) =0 A \/5 —2sin(ax)=0

ax=1m+k- 7w Asin(ax) =13
ax=;-1t+k':rc/\(ax:§7r+k‘21rvax=%:r:+k‘27:)
Er bestaat geen waarde van @ waarvoor de grafick van f, een perforatie heett.

teller = 0 geeft 4sin(x)—2=0
4sin(x) =2
sin(x) =1
x=gn+k-2nvx=in+k-2n
xin [0, 2n] geeft x=tnvx=3n
noemer = 0 geeft 4cos?(x) —3=0
4cos’(x)=3
cosz(x)=%
cos(x) :% 3 v cos(x) :715 3
x=%n+k-27tvx=—é—n+k'2nvx=%n+k-2nvx=—%n+k~2n
xin[0,2n] geeftx=tnvx=2nvx=Ilinvx=Lxn

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = 137 en x= 127,

4sin(x) — 2 4sin(x)—2 4sin(x) — 2 -2(1 — 2 sin(x))
JO) ™ o) 3 A(l—sm2))—3 1-asinks) (LT 2sin@)(1 —2sm(z)
. . -2(1 - 2sin(x)) . -2 -2
A SO I T 2501~ 25in@) el 2sin00) 1121

y _ 1 -2(1 — 2 sin(x)) g & 2
) e T+ ZsinGo)(1 —2sin() w1+ 2sin() 1421

De perforatics zijn de punten (;x, -1) en Gm, -1).

Bladzijde 29
4 4
.4 x _ 0 _ L B S |
O T eh 7 10 e a9 T+0 O
1+= 1+=
X X
Dus de grafiek van fnadert de lijn y = x + 3 onbeperkt voor x— o en voor x — -0,
3
; . 3 @ x 0 _
Y T T e

X
Dus de grafiek van s nadert de grafiek van g onbeperkt voor x — .

Bladzijde 30
1
) _xz+6x+5_—gx(—2x—4)—2x+6x+5_ 1 dx + 5
a Voorx<2isg(x)= e B I T
2(-2x—4)—8+5 3
oL S R
=-sx+ T 37X 2+2x+4

b De scheve asymptoten zijn de lijnen y =5x+2 eny=-3x—2.
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Bladzijde 31
Hla x—-1=0A2x2+4x—5+#0
x=1A22+4x—-5#0

x=1
De verticale asymptoot is de lijnx = 1.
2 -5 2x(x—1)+2x+4x-5 - 6(x—1)+6-5
f(x)=2x+4x 5_ 2x(x—1) ST ik (x—1) .
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
lim xl_l =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = 2x + 6.
X—»00
b 2x—1=0A-x>+3x—-2#0
2x=1A-x+3x—-2+£0
x=%A*x2+3x—2¢O
De verticale asymptoot is de lijn x=1.
():,x2+3x_2:—%x(2x—l)—%x+3x—2:71 +z§x—2;l +1&(2x—1)+1};—2
B o1 -1 T x—1 2 2x—1
3
1 1 4
:*§x+lz—2x_l
3
lim =——=0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =-5x + 1.
x—)oozx_l

€ ¥-9=0AX+3x2-9x+31#0
=9 Ax3+3x2-9x+31#£0
(x=3vx=-3)Ax*+3x2-9x+31£0
x=3vx=-3
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =3 en x =-3.

B+32-9x+31  X(x*—9)+9x+3x* -9 +31 +3x2+31 ~ +3(x2—9)+27+31

A= x*-9 ¥»-9 e T #—9
_ 58
=R 2.9

lim xzsf e 0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = x + 3.

X—>a0 b

d Z2-1=0Ax-1#0
xX=1Ax3#1
(x=1lvx=-ax#l1

x=-1
De verticale asymptoot is de lijnx =-1,
Lo -1 x@-D+x-1  x—]
Jfoﬁ);)cz—lk x2—=1 T
1_1
lim x2—1 = lim 22 =0_0=0, dus de scheve asymptoot is de lijn v = x.
x—mX -1 xaool L 1_0

2
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la x+2=0Ax*—x—-2+#0
F==2
De verticale asymptoot is de lijn x =-2.
Pox—2 x(x+2)-2x—x-2 -3x—2 Bx+2)+6-2 4
= » . - N
&) Tl x+2 LT T x+2 23 x+2

lim =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x — 3.
x—oX + 2

4

b f(x)zx““%:xﬂ“(xﬂ)" geeft f() =1 -4 +2)%=1 -5

fx)=0 geeft 1 - 0

4 -
(x+2)?
4

(x+2)°
(x+2)>=4
x+2=2vx+2=-2
x=0vx=-4

max. is f(-4) = -9 en min, is /{0) =-1
€ f(x)=0geeftx’—x—-2=0

(x+1Dx—2)=0
x=-1lvx=2

Sx) <0 geeftx<-2v-1<x<2

a |x|=0Ax2+3x+2+40
x=0
De verticale asymptoot is de lijn x = 0.

, 2+ 3y +
Voorx>015f(x)=%:x+3+%

. 2 . .
lim o 0, dus de lijn y = x + 3 is scheve asymptoot,

X—300

2
e i

—x—3—g.
X

lim 2. 0, dus de lijn y=-x — 3 is scheve asymptoot.
X—roo

b VOOrx>0isf(_7c)=x+3+%=x+3+2x’l enf’(x)=1—2.x’2=l~f—2.

fx)=0 geeft 1 H%:O

s B

vold, niet
Voor x <0 isf(x)zfxu?;A%:f;rc~3~2x'l enf(x)=-1+2x2%=-1 +xz—2.

S1x)=0 geeft-1 +%=0

X

ra

=3
x=Tvr=-2

vold. niet

4-3\2 4+3\2

min. isf(—ﬁ)szzﬁﬁs en min. is £(1/2 37:2 2+3
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¥ +3x+2=-6x
X*+9x+2=0
D=9-4-1-2=73

Bty
-

2+ 3x+
¢ Voorx<0 geldtf(x) =6 gecft - _3x 2 =

x =43+ /T3va=-43-3J73
2 +
Voor x > 0 geldt f(x) = 6 geeft %zé
¥ +3x+2=06x
X-3x+2=0
(x—D(x—2)=0
x=1lvx=2

FX) <6 geeft 45— 373 <x<-43+5/73v 1<x<2

| _4-9r-9 x(4r+2)--9v—9  -l1x-9_ +—%(4x+2)+5%—9
@ =" T 4x+2 TR N dx +2
31
—_n3__"2
BT
L
f 2 : G m 93
xlgg I 0, dus de scheve asymptoot is de lyn y =x — 23,

42— 9x -9
b [0 =" 4 geeft

(4r+4) Bx—9N -4 —9x—9) 4 32— 36x+32¢—36— 16>+ 36x +36 _ 16x” +32x

A (4x + 47 (4x + 472 (4x + 4)2
f3/(x) =0 geeft 16x> +32x=0
Llox(x+2)=0
x=0vx=-2
i

A~
1~

max. is f,(-2) = -6 en min. is £,(0) = -2
42-0x—9 (x—3)(dr+3) (4 12)(4x+3)
€ Jul0)= dx+a dx +a - 4x+a
Er is een perforatieals a =-12 en als a = 3.

_ o @ —12)(@dx+3) ;
T R S

Dus voor a =-12 is de perforatic (3, 3%).

. C (@x—12)@dx+3) ‘ .
lim f3(x) = lim, = lim j(4x - 12) = lim (x— 3)=-33
| i x> |

T

Dus voor a = 3 is de perforatie (—%, -3 %).
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0 1= eeeft /@)=

$2—0x—9 (4x+a) Bx—9)—(4x—9x—9) -4

(4x + a)?
L (D)=0geeft(4+a)-(8—-9)-(4-9-9)-4=0
-4 —a+56=0
a=>52
, _(4x+52)' Bx—9N—(4x*—9x—9) -4
f52 (JC)— (4x+52)2

J5 () =0 geeft (4x +52) - (8x =N —(4x*—9x—9) - 4=0
32x7 —36x +416x — 468 — 16x* +36x +36=0
16x* +416x—432=0
xX2+26x—27=0
(x—Dx+27)=0
x=1vx=-27

¥

-27

a

max. is f5,(-27) =-56+

Bladzijde 32
_3x2+11x_x(3x—1)+x+11x_ 12x 4(3x—1)+4_ 4
A T e TS U 7= W e vy
lim =0, dus de scheve asymptoot is de lijn &1 y =x + 4.
x%oo3x_1
4
| fo(x) = (x + 4)[ < 0,01 geeft x4+~ x—4/<0,01 oftewel ‘3x_ 1‘<0,01.
. 4
Voer in y, = ‘?;x_—l eny,=0,01.
De optic snijpunt geeft x =-133 en x = 1333,
y
.
J”‘3x—1
y=0,01
33 0 13'3§ *

|f5(x) — (x +4)| < 0,01 geeft x<-133 v x> 1333
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_Bx—Dx-a) 3x2-3ax—x+a 3x*+(3a-I}x+a

b Jix)= 3x—1 B 3x—1 B 3x—1
Dus-3a—-1=11
-3a=12
a=-4
: o3+ 11x—4 . (Gx—x+4)
L L T At

Dus de perforatie is het punt (3, 43).

B—6x2+8  xx?—6x+8) x(x—2)x—4)
2+x—6 (x-2)x+3) (x-2)x+3)

. _ x(x—=2)(x—4) x(.wc—4)_2(2—4)__i
S =2 +3) UM y+3  Z+3 °
Dus de perforatie is A(2, - 5).

(x=2)x+3)=0Axtx—2)x—4)#0
x=2vx=-3AxZ0Ax£2Ax%£4

J)=

x=-3
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-3.
xix—4) x2—4x_x(x+3)—3x—4x_ Tx 7(x+3)—21_
S = x+t3  x+3 x+3 T x+3 7 x+3 -t
llmAHO, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x — 7.
X‘)OO +3
yfx_7}y=3—7=m
x=-3
Dus B(-3,-10).
4
-z —-10
Stel k: v=ax+b meta= ;_73 :%
y=2xtb +h=-
dODI‘B(3—10)}25 hlaa
§+b410
b=-42

Dus k: v = lgéx 425 en het snijpunt met de y-as is C(0, 4;?)
x(x —4) x —4x

g(x)= m— P geeft
T@=@+ﬂhf®—@L4ﬂ'h}f—%+&—u—ﬁ+hzﬂ+&—m
¢ (x+3) (x+3) (x+3)
N +12-
De helling in 4 is g'(2) = 415# o, dus re;= -2 =61,
1
y=-bzx+b 1 4
-6} 2+b=-%
door 4(2,-3%) 63 3
-123+b=-%
b=11+%

Dus /: y=-65x+ 115 en D(0, 115),
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13.4 Limieten bij exponentiéle en logaritmische functies
Bladzijde 34

|30 3]s

ﬂ@|am|ogs|3 |1n|5g9

X

b ¥
f
ol x
¢ Delijneny=0eny==6.
Bladzijde 35
a y
I
I
l
I
| f
I
I
l
———————————— —}————————————-y=2
I
I
i
I
I
I
. 4
O i
—————————————— l—————————————-y:—%

x=1In(2)
b Voorx—wkrijgjey=3x—-4+2, dusy=3x—2.
Voor x—-oo krijg je v =3x—4 — 1, dus y =3x — 43,
a lim(10-4-(3))=10-4-0=10
X—rw0
b lim(2+4e¢*)=2+4-0=2

X—>0
c limex_ﬂzﬁzﬁﬁ
i@ +2 0+2 z
L 24341 2-0+1
4 lm 1= 3041 |
L3
. Ae—3 e 4-0
e lim = lim = =-4
X—o 2 —eF xﬁmg_l -1
X
2 16 1y, 16
P TSN A SN S R SN
v A1 (5L ahw L 170
4.1’ 4x
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Bladzijde 36
L a e"—e=0A5e"#0

gt =g¢!
x=1

De verticale asymptoot is de lijnx = 1.

lim f(x)= lim
X—»a0 X—m

lim f(x)= lim

X——w rsw€ —e
De horizontale asymptoten zijn de lijnen y =5en y = 0.

Se*

5

e\’

5e'

& L0

=5

———————————— y=5

'
!
!
I
I
I
|
I
|

T
I
!
I
|
!
I
I
I
]
I
I
I
|
|
I
!
|
I
!
I

Voor 0 < p <5 heeft de vergelijking f(x) = p geen oplossingen.
(e"—e) - 5e"—5e - e¢" 5eX—5g' ! —5eX -5ett!
(ef—e)

x=1

100 = 325 eeft 1) =
- 1
10, =110 = >

Geen verticale asymptoot als e* + ¢ =0 A -e* — 1 # 0 geen oplossing heeft.
Dat is het geval als g = 0.

(@ —cfF (1-cy

li =-
Jim 7,003

Dus voor p=4 enq=;-.

Hoofdstuk 13
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c e’+g=0
q=-c’
Tim 7,4 =2

p=2
Dus voor p=2en g =-¢°,

Dit geeft f, .(x)= ifx__ezl ‘

_ o BF—T_24D—1_1
| 2 =1 = T2

xlglwfi_e (X) xinjlw - e2 0- ez ez

Dus in dit geval is voor x — -0 de horizontale asymptoot de lijn y = é.
d Ermoet voor x =-In(2) gelden dat pe*—1=0nae"+g=0.
Dit geeft pe™@ —1=0Ae"P+4=0
pe"—1=0Ae"d+g=0
pri—1=0A1+g=0
=2 Ag=-}
2xe*+3
a () == geeft
pon ST 2 e+ 2xe)— (et H3) e gert2xer—2xe'—3 2 —3
f(x): (ex+2)2 = ex+2 = e,x+2
Sx)=0geeft2¢*—3=0
2¢*=3
e =13
x=In(13)
2In(1)e"19+3  2In(13) - 15+3  3In(15)+3  2In(1p)+2
Qln(1h+2 - eln(1d) . @2 - 1%32 - o2

2In(1H)+2
Dus A(ln(lg), (e—i))

_2xe'+3 2we'+3 e 3 2 3 1

fIn(15)) =

= — = =—y4+=.—
b f(x) N TR R A
. 1 . 2 .
lim % = % 0 =0, dus de lijn y = =x is scheve asymptoot.
x>0 € ¢ e
21n(1%)
¢ x=In(1}) invullen bij y=%x geefty=é In(1) = =, dus
2In(1H+2 2In(1d) -
B e’ e e
2 2 2xe*+3 2 0,02
Los op ‘f(x)_e?x =0,01 -goftewel oz 2X|T a2
; 2xe*+3 2 0,02
Voeriny, = Tor T2t en= g

De optie snijpunt geeft x = 5,01.
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: -1 2¢ __0 _
ot 2

T Jims % e iy =2t iy
x10 Lswer c:'—mol_'_L 1+0
0
: . 2¢ 2" 2
BT T el T4l

: 0
fim: #65) = fim =2 =2 2 __
x—-o !

is0gt+] e+1 1+1
Er is dus één horizontale asymptoot, en de formule ervan is y = 1.

2er 3
[ x)=15 eeft ——=3
fo=13¢g I 2

der=3¢ +3

1

L SEL
f)<1l5geeftx<0vx> n(3)
2¢r
e+ 1

d flx)=
(eh—l)'2&:%‘—L—2‘3F-e?‘—L Lgat_nel ;
) ¥ detde-de, 1. de
(e%-b-l)z (e§+1)2 2 x2(e%+1)2
—231 _ -2e
L=(e-+1f fet+l1pP

e, =f(1)=

Bladzijde 37
il a In(x)—1=0AlIn(x)£0
In(x) =1
x=e
De verticale asymptoot is de lijn x = e.
b f(x)=0 geeft In(x) =0
x=1
Dus het nulpunt van fis 1.

" |o,00001| 0,0001| 10 ] 100
f(x)l 0,92 | 0,90 | 1,77 | 1,28
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d v

|
|
|
: f
|
I
|
|
I
N |
! X
0 |
l
|
I
|
|
I
X=e
e limf(x)=1
x]0
f ja
Bladzijde 38
. 4Inx) i 4 In(x) i 4 4
a lim———= —_—= —=—=4
x—w |+ ln(x) In(x)— 1+ ln(x) In(x)—w 1 0-+1
In(x)
b In(x . 2lx|] 2Inx| h B o,
S0 LI 1501+ 20| akisw 1+ 210x] ke L 042
In|x|
S T IS R N S S
© B ATIGD) oA 20| b aed 200k ke 4 g BB
In|x|
i B In*(x) In*(x) S
RS0 w2 —In2(x) weoe 2 0-1
In’(x)
i+ 1
3+In(x) . 3+Inx) . 3+In{) . 3+In(x) . Infx) 0-+1
a lim———=lim — =1 7 = 1 q—o = it ———="5—=d
x—rm []’1(\/;) x—m ]n(xi) x—o Eln(x) In(x)— o fln(x) In(x) - 3 3
Zlog(x) , Zlog(x) ) log(x) ) log(x) 1
b . =1 > = lim > = i = = ==
v L +8log(x)  xow  log(x)  xsw  Clog(x)  logn—w  Plog(x)  loga)—e 1 1 0+3
+3 +— 1+ 7] T3 3
log(8) 3 3 og(x)
" In(x?) . 2lnlx| , 2 1n]x| " 2 2 y
c m-———m——=Ilm-———= lim ————= lim =—"—=-
xi—oo 1- 2111\x\ .xi—oo 1 —2111‘.7(" Infx|— 1~ 2]n|x| Infx|— oo 1 _ 0-2
In|x|
2 _4q
d I 2 +In(x) . 2+1In(x) . 2 + In(x) . In(x) 0+1 In(10)
m————=Ilim————= lim ————= 1i = =In
xim2+log(x) ¥, In(x) ]n(xl)aoo = In(x) In(x) =0 2 i 1 0+ 1
In(10) In(10) In(x) In(10) In(10)
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Bladzijde 39

1
= i N Gl U | C) fl B l'dna)_],_o |
d 9 xll,[% f(x) - Jcl.flg 2 IH(JC) -3 a ln(x;rllfoo 2 IH(X) -3 a ln(.r;rilfuo _ 3 B 2-0 T2
In(x)
b 2In(x)-3=0AIn(x)—1£0
2In(x)=3 A ln(x) # 1
In(x) = 13 A In(x) # 1
x=eli=efe
De verticale asymptoot is de lijn x=¢\/e.
1 _—
. . Inx)-1 In(x) 1-0
S I TG =3 g, 3 2-0 2
In(x)
De horizontale asymptoot is de lijn y = %
Dus B(e\/E, %).
J(x) =0 geeft In(x) —1=0
In(x)=1
X=¢
Dus A(e, 0).
In(x)— 1
flx)= m geeft
1 2
@@= (@)~ D T gy -3 -2 +2
Fo= 2In(x) - 3)? a2l -3 x(2In(x) - 3)
-1 -1 1

Stel k: y=ax+bmeta=/"c)=

!
=-—x+b
e }l-e+b=o

door A(e, 0) —f+b=0

b=1

e@ln(e)-37 e(2-37 e

Dusk:y=—%x+ 1.

k snijden met de horizontale asymptoot geeft -—x + 1 =%

Q |— @ |-

=-1
X="3

x=

b —
(e]

Dus C(ie, 5).

k snijden met de verticale asymptoot geeft v = —% ceyJe+1=1- /¢, dus D(ey/e, 1 —\fe).
B(e\/E, %) en C(%e, %) geeft BC = e\/_— %e

B(eyle, 3) en D(eve, 1 — o) geeft BD =5~ (1 - \Je) = \Je -3

(ABCD)=7(eve—38) * (e - =3(& - ee—zee +30) =308 — 2o +4¢
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In(x) - 1
2In(x) -3’

In()~ 1
2In(»)—3

2xIn(y) —3x=1In(y)— 1
2xIn(y) —In(1)=3x—-1
2x—DIn(y)=3x—-1

¢ Voorfgeldty= dus voor /™ geldt x =

_3x—1
ln(y)_ 7% —1
-1
y=gsl
Dus f"™(x) = e2-1.
F™(x) = g(x) geeft ez =¢*
3x—1
o
2(2x— 1) =3x—1
4x?—2x=3x—1
4x2=5x+1=0
(4x—1)x—1)=0
x=%vx=l
gi)=e=Jeeng(l)=¢
Dus £(3, \/e) en F(1, ¢?).
, 4
" i In(x»—4  2Inlx[—4 2In[x|-4 Inx]| _2—0_1
‘ JFLTI% f(x) xlTlEI(} ln(xz) =1 xlTO 21n|x\ =]l ln|.x|lr—>n*w21n‘x‘ -1 ln|x|—>*uc2 _ 1 2-0
In| x|
> 4
W, ()4 _ . 2W(-4_  2h@-4_ e _2-0_,
im f(x) = lim = lim = lim ————= lim ———=2—=
0’ TG 1 020 ~ 1 e 209 1 s, __L_ 270
In(x)
b In(x>)—1=0AIn(x*)—-4#0
In(x?) = 1 A In(x?) # 4
xX’=e
x=+evx=-\¢
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = \/e en x =-\/e.
4
; @4 24 2l -4 it _2-0_,
xﬁ?of(x)_xﬂ’lln(ﬁ)—l_x‘l‘izln(x)—l‘.n(x‘)“lmzln(x)—l_ln(_ﬁfﬂmz_ 1 2-0
In(x)
De horizontale asymptoot is de lijn v = 1.
10 geert D74 _ 19
c f(x) - gee ln(x2) _ 1 -
10 In(x2) — 10 = In(x?) — 4
9 In(x?) =6
In(x?) =2
x2=¢e

x=evy=-¢
X= 3evx=—\/5
fE@) <10 geeftx<-\Jev-Je<x<OvO<x<Ieva>fe
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d f(x)=0 geeft In(x*)—4=0
In(x?) = 4
2=t
x=evx=-¢

Dus A(e?, 0).
In(x?) — 4

flx)= m geeft

(In(x*)— 1) - %— (In(x?) — 4) - % _2In(x)—2-2In(*)+8 _

B _ 6
S (In() — 1) x(In(x2) — 1)2 *(In(:2) - 1)2
6 6 6 2
= 2y= » . T
%) ey -1 F@-1 9 3¢
kLl dusre, - re;=-1
E'rclzfl
rc,=-15¢?
y=—1%f:2x+b

}l%ez-ez+b=0
b=13¢*

Dus /: y =-13¢% + 13¢* en B(0, 13¢%).

door A(e?, 0)

: In?(x)—1 (In(x) — D(In(x) + 1)
d D=1~ In(x)— 1
Voor de perforatie geldt In(x) —1=0
In(x) = 1
x=e
In(x) — 1)(In(x) + 1
SR® zllii’ﬁ( : )]n(x))(—(l) :
De perforatie is A(e, 2).

=lim(ln(x)+ 1) =In(e) +1=1+1=2
X—c

g(x)=1In(x) + 1 geeft g'(x) = %
T |

gle) .

é sre, =-1 geeftre, = ¢

=-ex+
e b}e'e+b=2

door A(e, 2) beel+d

Dus k: y=-ex+e?+2,

k snijden met de x-as geeft —ex +e>+2=0 y
ex=¢2+2
x=e+g

e
g(x)=0geeftIn(x)+1=0
In(x)=-1
g 1
Fegl=—=
&

|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
e

e

O(r) = [(In(x) + 1) dx + O(drichoek) = [xIn(x) —x +x], + 3

R TOR R

o |
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Diagnostische toets

Bladzijde 42

. =9 . t3HIx-3) . o
a Alll)nﬂ JC“+‘3 kx—)fB x+3 Hx]l)n:g(x 3)4“ 6
P+5x+6 . x+2DE+3) o x+2 -

b M E 26 shG-DETI) fasx-2

1
5

| —

o fodernon_ (e
a® 2x+a 2x+a
Er is een perforatie als @ =4 en als a =-3.
e @A
Jim 409 Ji =g = lim@r—9=4-3-

x—-2

Voor a = 4 is de perforatie (-2, -7).

. o x4 (2x-3) _ _
xlglll% fax)= }L“};_zx—ﬂ = xhﬁn}%(Zx +4)=3+4=7
Voor a =-3 is de perforatie (11, 7).
w-x—6_(x—D2r+3) ;Qr-4H2x+3)
b fu¥)= 2x+a 2x+a N 2x+a
Er is een perforatic als a =-4 en als a = 3.

lim f,(x) = lim FQx—H2x+3) =limGQ2x+3))=5(4+3)=31
x—2 4 x—2 2x—4 x—2 z 2 2
Voor a = -4 is de perforatie (2, 3%).

lim fi(x)= lim %(2x44)(2x+3)= lim G (2x—4)=1(-3-4)=-31
xms-1y x—-1% i x4 2 2 2

Voor a = 3 is de perforatic (-13, -33).

: : s x—p—=2l—-p
. a }Al%rllfp(x) 11%1113 3
' —1; 2+ — 2+ —
ch]irll Jp(x) llﬁ(x )=1"+8=9
lim £,(x) bestaat als 3' 7 =9
x—1 1-p — 72
3-r=3
1-p=2
p=-1
b }Alﬁﬁ,(x)zilﬁlpx*ﬂ:@_ﬂ
. - 13 2+ — 2+ ] =
ch]irll 1) llﬁ(x 3x)=1"+3-1=4
lim f,(x) bestaat als |p — 3| = 4
B p—3=4vp-—-3=-+4
p=Tvp=-1
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a j;,(x)=(2x—2)(x+p)=2x2+2px—2x—2pvoorx+p20,dusxzfp

Hx)=@2x—2)-x—p) =-2x?—2px+2x+2pvoorx <-p

lim /,/0) = lim(-dx—2p+2) =dp = 2p+2=2p +2

xT-p xT-p

lim 7,/0x) = lim(4x + 2p = 2)=4p + 2p =2 =2p 2

xl-p xl-p

Geen knik als lim f,(x) = lim £, (x), dus als 2p +2=-2p -2
xTp xl-p 4}7 =-4

p=-1
2%+ 8x—2x—8=2x2+ 6x— 8 voorx > -4

b f4(x)={_2xz_8x+2x+g=—zxz—6x+8voorx<—4

flx) =2 geeft

lim £,(0) = lim(-4v = 6) =16~ 6 = 10, dus 1, = 10.

re, = tan(a) = 10, dus o = 84,2...°.
lim /() = lim (4x + 6) =~16 + 6 =-10, dus re;=-10.

rc, = tan(f) =-10, dus f=-84,2..°

a—f=2842..°—-842..°=169°

Dus Z(k, [}=180° - 169° =11°,

Zie a.

rc,=2pt+2enrc,=-2p—2

kLl dusre, - re,=-1
Cp+2)(-2p-2)=-1

@p+22=1
2p+2=1v2p+2=-1
2p=-1v2p=-3
p=cbyyreil
pa p2g L
’ x(5x+2)2_1. x(25x2+20x+4)_1. 256 +2007 +4x _ X X _25+0+0_ .
xl—I>IC>lo JC3+1 xgrnlo x3+1 xl—l;l;ln x3+1 _.tgl;lo 4 1+0
1+x—3
I
1im—|8_3xs‘ = im—_g_ﬂx3 = lim £ =—0+3=1L
o220+ 505 15020+ 505 comy 50 240 2
2
X

xX2=x—12=0A2x2-1+#0
(x+3)x—4H)=0A20#1

x=-3vx=4

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =-3 en x =4,

; ; 2% -1 ; x? 2-0
= i - 12‘_351301_1_2‘ —0-0_°2
X X
De horizontale asymptoot is de lijn v = 2.
w21
P-x—-12
2—T =2 —¥—12)
27— 1=2x"—2x—24
2x=-23
x=-11%
Dus A(-113, 2).
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Bladzijde 43
teller = 0 geeft 2cos(x)—1=0
2cos(x)=1
cos(x):%
x=;—n+k 2 vxzfé'.rr-ﬁ-k-z’.rr
xin [0, 2n] geeft x=1mvx=13n
noemer = 0 geeft 8sin*(x) —6=0
8 sin’(x) =6
sin?(x) =3
sin(x) =1/3 v sin(x) =-1/3
x=%n+k‘ 2nvx=%n+k‘2ﬂvx:*;n+k'27rvx= 1§:rc+k ‘2

xin [0, 27] geeftx:;—:rcvngn vx:I;—nvx: l§ﬂ

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = %?1’ enx= 1%7:.

2cos(x)— 1 2cos(x)— 1 2cos(x)— 1 2cos(x)— 1 2cos(x)— 1
S = 3ei(x) =6 8(1 —cos(x)— 6 2 Boosi(x) 2(dcosi(x)— 1)  -2(Zcos() + D2cos@) — 1)
. . 2cos(x)— 1 . 1 1 i
A" A SCesm G- D k2@ D 2@ Ten
i, Fiehe Ton 2005(x) ~ 1 = fin 1 D SE—
x— lin x> 1ix=2(2c08(x) + 1)}(2cos(x) = 1} «—in-2(2cos(x)+ 1) -2(2- %.,. n ¢

De perforaties zijn de punten (;-n, 7}1) en (1%7:, fi :

a x—1=0A3+5x—-2#0
x=1A3x2+5x—-2+#0

x=1

De verticale asymptoot is de lijnx = 1.
24+ 5y — 3x(x—1)+3x+5x—-2 — Sx—1)+8—-2

fay= =2 - 1) _ea 32, 87D e
x—1 = 1 x—1 =1 x—1

lim S __ 0, dus de scheve asymptoot is de lijn vy = 3x + 8.

x-—)oox_l
b ¥—4=0AX+5x2—4x—19#0
=4 Ax3+5x2—4x—194£0
(x=2vx=-2)Ax}+5x2—4x—19#£0
x=2vp==2
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =2 en x =-2.
P52 —dx—19 x(x*—4)+4x+5x°—4x— 19 +5x2—19_ +5(x2—4)+20—19_ g L

L A -4 R -4 =
x]i%nc}oxz—‘fl-

=0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x + 5.
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x3+x2—12x xx2+x—12)_x(x+4)(x—3)

"2 % wihE-3 & i3
x+t4x—3) . x(x+4) 33+4)
hmf(x)_li)s T IE—0 % xtd 545 °

Dus de perforatie is A(3, 3%).

x+3)E-3)=0Ax(x+4(x—-3)#0
(x=3vx=3)Ax£0Ax£-4AXx#3
x==3

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-3,

b=

_x(xt4) 2+4x x(x+3)—3x+dx L X x+3-3
5= x+3  x+3 X3 YTy T3 x+3
lim =0, dus de scheve asymptootis de lijn y=x+1,
x%mx+3

_x+1}v=3+1=2
x=-3 -
Dus B(-3, -2).
3%__2 11

Stel k: y=ax+bmeta= 3-3 >
yv=pxtbh i +ph=-
door B(-3, 2)}233 b=-2

*21'1‘{) -2

=

Dus k: y =13x + 3 en het snijpunt met de y-as is C(0, 7).

a lim(10-20(3)9=10-20-0=10
X—>00
b lim &3 _0-5__«
e +20 0+20 °
e 1
+2 AP, X 2x
c lmex —limw=lime g =0+0=0

xow 62+ 1 row €241 x—yo0 1+ 12x 1+0
5.3+2 5-0+2

d lim T =4 0+1 2

@ fdD)= zex 4

2e—4e=0A3e"#£0
2e*=4ene"#0

e'=2ene'#0

x=1n(2e)

De verticale asymptoot is de lijn x = In(2e).

. g 3«0 _

A ) = i 4 2 0-4c ©

; i 3E .. 3 .. 3 a3

A M5 e o oS 4o 2-0 2
2

De horizontale asymptoten zijn de lijnen y =0 en y = 13,

b De verticale asymptoot is de lijn x = 3, dus er geldt 2¢¥ —ge =0 voor x =3,

Dit geeft ge = 2¢’ oftewel g = 2¢%.
li 1
! grol0 Jpg(¥) = lim

ST N -
w2 — .xaooz_@ 2-0 2P
e*
De horizontale asymptoot is de lijn y = %p.
%p =4 geeftp=18
Dus voor p =8 en g = 2¢°.
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“log(x) B “log(x) B Zlog(x) Zlog(x) B
ST+ log(x)  sow log(x) o . log() foglr)ose | + 1 - Zlog(x)
log(16) 4
lim L el =4
2log(x) — o 1 + 1 0 -+ e
“log(x)
: () 3n(v) 3000 33
B T=3In() o0 1-310() s L =310 nemoe L 5 0-8
In(x)
In(x) In(x) 3 1 1
L 3tlog) 3 10y In(10) ne Wm0y "m0
¢ xggo 5+ ln(x) B xgl;lo 5+ ln(x) a ]n(xl)tgm 5+ ln(x) a ln(xl)nloo 5 + a 0+1 B 11'1(10)
In(x)
b L
; A1 4l -1 _ () _4-0_,
Sl i T i T ln(x‘)rﬂmz 1 2-0
In(x)
b 2In(x)—1=0A4In(x)— 1 £0
21n(x)=1 A 4ln(x) £ 1
In(x) =3 A In(x) # 3
X =4/€
De verticale asymptoot is de lijn x = \/e.
|
i e A -1 dh@-1_ 4_ln(x)_4—0_2
T i T — 1 B 2@ 1 wigbe, 1 270
In(x)

De horizontale asymptoot is de lijn y =2,
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14 Meetkunde toepassen

Voorkennis Zwaartelijnen van een driehoek

Bladzijde 48

i c

2 )\
n

\

\

A B

2 w3930

o -ii-2-(2)-(3)-(3)

b CZ:MZ=2:1,dus CZ=3CM.

» o = (1Y o1} (1 2 12 .
Dusz=c +ECM=(3)+3(_5)=(3)+ _;1_ = _f en Z(13,-3).
3 3
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" w7t -4 6)-6-(9
i --3-(3-(3)-[})
§=E+2W=(’5)+2 , (11)=(17)

| 3/ \7
Dus G(17, 7).

14.1 Zwaartepunten, middelloodlijnen en bissectrices

Bladzijde 49
a x>y
b 54Z=7BZ AZ=xen BZ =24 —x geeft
Sx="7(24 —x)
5x=168 —Tx
12x =168
x=14
De afstand van A4 tot Z is 14.

a Eris ten opzichte van het zwaartepunt evenwicht van momenten, dus geldt 447 = 3BZ,
Dit geeft BZ=314Z.
b Substitutic van BZ=3A4Z in AB = AZ + BZ geeft AB=AZ+3AZ=147, dus AZ=3248B.

S I RS S N IR I T T N I
£ g—a =a+t7AB=a+3(b—a)=a+7b—-Fa=7a+37b=5(4a )

Bladzijde 51

Voor het zwaartepunt Z van Z, met massa m, + m, en C met massa m; geldt

- 1 - - 1 s —_ -

2= “(mytmy) oz tmyc)= “(my +my) - (my~atmy-b)y+tms-c)
3

my +m,+my my +m,

— bd - 1 — - —
(my-a+myb+m, "3)=ﬁ(m1 ra+tmyb+myc)ymetM=m +m,+m;

Bladzijde 52

Zic de figuur hiernaast. y
A heeft massa 6.
B heeft massa 8.
C heeft massa 2. % -

D
D heeft massa 4. X
De totale massa is 6 + 8 + 2+4: 20. 5
Z=5(6-a+8:-b+2-c+4-d)

s es-()+2 ()4 (3)
(B -(2) ‘°’

:L.(47): 227_0 ‘ 2
153 g

s

\__ ____.,
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| a Zie de figuur hiernaast. y
A heeft massa 6.
B heeft massa 6,
C heeft massa 6. i
De totale massais 6 + 6 + 6 =18.

el e AL
((6)+(18)+(30)) /

15 3 15

-+ -(3) e

1

oo

oo{"‘

Alternatieve uitwerking
Zie de figuur hiernaast. y
A heeft massa 6.
B heeft massa 6.
C heeft massa 6.
De totale massais 6 + 6+ 6 =18.

Z=1(6"a+6-b+6-7) 3
~bfo )¢ 3) Al L X

12 0 12 v
_1{[
"8(( 15)+(3)+(15)) «
3 =2 1 0 1 2 3 x
b %
4
3
2 /,Z
1 s
0 1 2 3 4 5 5 s
Zie de figuur.

Elke massa is 1 en de totale massa is 10.

- B9 909 - €9
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Alternatieve uitwerking
y

Zie de figuur,
Elke massa is 1 en de totale massa is 10.

=llo) (o) -lol+ )1+ )- () ()4

0 AZ:MZ=2:1,dus AZ=3AM.

e 2—_—- 2 — —
Dusz=a+54AM =a +5(m —a).

m=(F+C)enditgeeftZ=a+3E (B +c)—a)=a+i(b+)—2a=ta+ib+

Bladzijde 53
Zie de figuur hiernaast,

)+

A heeft massa 6.
B heeft massa 4%.

: |
De totale massa is 105 en ToL =,

) |
54(3-)-B)-+-1-6)

- 15 22 9\ (15 ¥
Z=221(6.(1§)+4;.(13))=;((9)+(4%)) A B
=1'(24):(2%)
3y (13
%
" Zie de figuur hiernaast,
A heeft massa 4.
B heeft massa 12, &
C heeft massa 8. ™ B —|
De totale massa is 24. 5
=40+ G+ () -+ (-1 aal =
a=sx + + =g = 2 4
o/ ) \4 8/ |22 PE
& 3 2 3 5 " /
fo i -+ ) v
(25 36\ (40 2 / 2
=5l a2+ 4
102 60/ \16
- 1
241862 \3h
0 1 P 3 4 5 6 x
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De totale massais 4 + 6 +2+3=15.

e i)=o- (g2 (e G- o) G- () -+ ()63

Dus Z(3, 3:5)

8z

Zie de figuur hiernaast.

De massa van de cirkel met middelpunt 4 isw - 12 =m.
De massa van de cirkel met middelpunt B is 7 * 2° = 4x.
De totale massa is 4x — n = 3,

£l o= G406 | M
o) fl)=40)- Lo~ N

0[1 2 A
N’ )
N y

L i

Bladzijde 54
a ZAMP=90°, dus AP* = AM?* + MP?
AM=BM
ZBMP =90°, dus BP? = BM*+ MP?
. rPQ
b 40P =90°, dus sin(£LPAQ)=——
AP PO
PR =il
ZARP =90°, dus sin{LPAR)y=—— | AP AP’

AP
ZPAQ = ZPAR

2 = 24 2
}AP BM*+MP" 1 1p2 = BP2 dus AP =BP

dus PO =PR

Bladzijde 56
a Infiguur 1420 is x+ o + 0 + x=180°
20 +2x=180°
2(o0 +x)=180°
o+ x=90°
Dus b, en b, staan loodrecht op elkaar.
|3x +4y—24| |12x+ 5y — 60

b =
V25 V169
|3x +4y—24] [12x+ 5y - 60|
5 B 13

5|12x + 5y — 60| = 13|3x + 4y — 24|
5(12x + 5y —60) = 13(3x + 4y —24) v 5(12x + 5y — 60) = 13(-3x — 4y + 24)
60x + 25y — 300=39x+ 52y — 312 v 60x + 25y — 300 = -39x — 52y + 312
21x =27y =-12v 99x + 77y =612
Tx =9 =-4v99x+T77v=0612
¢ Delijnx — 3y =-14 oftewel y = +x + = heeft richtingscoéfficiént £ en is dus stijgend.
De lijn 3x + y = 18 oftewel y = -3x + 18 heeft richtingscoéfticiént -3 en is dus dalend.
In de figuur zie je dat k een dalende lijn is.
Dus uit de figuur volgt dat 3x + v = 18 een vergelijking van £ is, en niet x — 3y =-14,
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a Uit de eigenschap dat in een ruit de diagonalen de hoeken middendoor delen.
b 4B=\/(5-27+2-1=\9+1=/10
=\/G-27+@-172=1+9=10

Omdat 4B = AC en p hoek BAD middendoor deelt, ligt er op p een punt D waarvoor
ABCD een ruit is met diagonaal AD.

Een ru1t is een parallellogram, dus er geldt AD=AB +AC.

Dus rp =AD =AB + AC.

-6--0)
-6
80§ [ e

¢ g is de bissectrice van ZKLM M en AKLM A(LK M ), dus g is de bissectrice van
de hoek tussen de vectoren LK en LM .

d IK=k -1 =(g)—(2)=(_4), dus [LK|= J(-3)7+ (-4)? = 9 + 16 = /25 =5.

W:E—?:(_Sﬁ)— (2)—(_152) dus [LM | =52+ (-122 = /25 + 144 = /169 = 13.

e Nesrin heeft gelijk, want zij gaat uit van een ruit waarvan de zijden lengte
13- |[LK|=5+ |LM | = 65 hebben. Thomas gaat niet uit van een ruit.

B 5 S W I d oy =9 25 _[-14) A (L
foi3IRes I =13 (0)+s- ()= () +(2)- () 2 3)

dus Hq=(j) eng: 8x—y=18.

<

S

2l
Il

-
=c —

S

P(x, v) op een bissectrice geeft d(P, k) =d(P, I)
3x—4y—12] _[Sx+ 12y — 48]
5 13
13+ |3x—4y— 12| =5« |5x + 12y — 48
133x—4y—12)=505x+ 12y —48) v 13(3x — 4y — 12) = 5(-5x — 12y + 48)
39x — 52y — 156 =25x + 60y — 240 v 39x — 52y — 156 =-25x — 60y + 240
l14x — 112y =-84 v 64x + 8y =396
x—8=-6v8x+y= 49%
Dus m: x—8y=-6enn: 8x+y= 49%.
De snijpunten met de y-as zijn A(0, ?—1) en B(0, 491:).

d(4, B)=49% —3=483

Bladzijde 57

- 4 _ 12 _ —8 - 15 ‘ -
a_(ls) (0) (15)’d“S”AB (S)GHAB- 15x + 8 =180.
- _—r_—’: 0 _ 4 :—4 — _ 3 . B _
Fre= € b (12) (15) (3)’ dus npc (74) en BC: 3x — 4y =-48.

P(x, v)op ken d(P, AB) =d(P, BC) geeft
|15x + 8y — 180 |3x 4y + 48]

-

S’

289 25
|15v+8y — 180] _|3x — 4y +48|
17 5

17 - |3x —4y +48|=5 - |15x + 8y — 180|

17(3x — 4y +48) =5(15x + & — 180) v 17(3x — 4y + 48) = 5(-15x — & + 180)
S5lx— 68y + 816 ="T75x+40y —900 v 51x — 68y + 816 =-75x — 40y + 900
-24x — 108y =-1716 v 126x — 28y =34

2x+9y=143v9%x—2y=06

Uit de ﬁguur volgt k: 9x — 2y =6.

AC: E+E=loftewelAC x+y=12
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9x—2y=6

Dn— 21*
k snijden metACgeeft{ » ‘ ‘ oftewe 1{2x+2y=24

Dus D(2%, 9.

Alternatieve uitwerking
ﬂ=3—3=(1§)—({45) (15) dus |[4B| = &+ (1572 =17.

—B’z(&) (15) ( )dus\Bc\ V3P + (42 =5.

_ g e e B (40 68 28\ A - {9
s 717505 8o rr (4)=(4)+[9)=(2) 2 [ =)
en k: 9x—2y—6

AC: E+E=loftewelAC x+y=12

k snijden met AC geeft{gx = 6‘ ‘oft {

Al
o

9x—2v=06
2x+2y=24
11x =30

8

Dus D2, 92,

a 0(0,0) en A(8, 0), dus de middelloodlijn van OA is de lijn x =4,
m is de middelloodlijn van OB.
Het midden van OB is het punt (1, 3).

=~ _= _(2\Af1
== ()2 o)

x+3yv=c _ m
door(1’3)}c 1+3-3=10

Dus m: x + 3y = 10.

o 10}4+3y= 10
3y=6
y=2

Dus M(4, 2).

b r=dM,0)=\+22=20

Dus een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x —4) + (v — 2)* = 20.

M is het midden van het lijnstuk AB en k is de middelloodlijn van het lijnstuk 45.
N is het midden van het lijnstuk BC en [ is de middelloodlijn van het lijnstuk BC.

A(3,0) en B(7, 4) geeft M(5(3+7), 5(0+4)) = M(5,2) en 7, = (Z) — (3) = (j) L (})

—

N, =7.5= (i), dusk:x+y="7.
B(7,4)en C(5, 6) geeft N(% (7 +5), %(4 +6))=N(6,5) en FBC = (2) — (Z) = (;) L (_11)

1
n,=rBC=(7l), dusl:x—v=1,

. x+y=7
k snijden met / geeft { x-y=1_

2y=6

y=3 _
x+y=7}x 4

Dus (4, 3) is het middelpunt van de cirkel door 4, B en C.
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(= 4P+ (=3P =7
door A(3, 0)
(x—4)2+(y—3)2=10} 2 , S

: (1=4)P+@d-3)3=
D(1, 4) op de cirkel? 9+1=10

klopt
Dus D ligt op de cirkel die door 4, B en C gaat,
Dus de punten 4, B, C en D liggen op één cirkel.

}r2=(3—4)2+(o—3)2—1+9=10

a k snijden met de v-as geeft 4y =12, dus vy =3 en A(0, 3).
k snijden met / geeft 3x + 4 = 12 oftewel 3x = 8, dus x = 2% en S(23, ).
b P(x, y) op een bissectrice geeft d(P, k) = d(P, [)
|3x+4‘y—12| -1
5 1
|3x+4y—12|=5[y— 1]
3x+4y—12=5(y—1)v3x+4y—12=5(p+1)
3x+4y—12=5y—5v3x+dy—12=-5y+5
3x—y=Tv3x+9=17
Uit de figuur volgt m: 3x — v =7 oftewel m: y =3x — 7.

e P=i=i=(,,” )0,

d /Ts’=;—3=(2§)—(§) (22)/\(—‘::)

AS L AP geeft AS - AP =0

[3) 2 0]~

4p-3(3p—10)=0
-9 +30=0

-5p=-30

p=06

Dus P(6, 11).

i -
P 3p-7/ 1) \3p-8

AP 1 SP geeft AP - SP =0

2

70 7]
3p—10/ \3p—8
p(p=235)+Gp—10)3p—8)=0
PrP—23p+9p2—24p—30p+80=0
10p* —563p +80=0
3P —17p+24=0
D=(-17?-4-3-24=1

_17+1 i

i S
6 = 6 5

vold. niet

Dus P(3, 2).

Alternatieve uitwerking
n L m, dus de lijn ¢ door 4 evenwijdig met » snijdt m loodrecht in P.
Uit b volgt n: 3x + 9y =17.
q // n en g door A(0, 3) geeft g: 3x + 9y =27 oftewel ¢: x + 3y =9.
m snijden met g.
Substitutic van y =3x —7inx + 3y =9 geeft x+ 3(3x - 7)=9
x+9x—-21=9
10x =30
x=3
x=3geefty=9-7=2
Dus P(3, 2).
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Bladzijde 58
U] a [4P|=|SP| oftewel |[AP|? = SP|? geeft p> + (3p — 10)* = (p — 23> + (3p — 8)?
PP —60p+100=p>—5ip+75+9p>— 48p + 64
-63p=-285
p=43
Dus P(41, 6).
b Mogelijkheid 1: Z40§ =90°.
m L n, dus de lijn ¢ door 4 evenwijdig met m snijdt n loodrecht in Q.
q // men g door A(0, 3) geeft g: v=3x+3,
g snijden met n.
Substitutie van y =3x + 3 in 3x + 9y =17 geett 3x + 9(3x + 3) =17
3x+27x+27=17
30x=-10

x=-sgeefty=-1+3=2
Dus O(-3, 2).

Mogelijkheid 2: £SAQ =90°.
n:3x + 9y = 17 oftewel n: y=-5x+ 1%

Stel Q(g, -3¢ + 15).
Aoz a N_[O\_( 4«
40=g-a (—%qﬂ%) (3) (—%q—lé)
T VT N a ):
AS - A0 Ogeeft(_3) (—;—,q—lé 0
49=3(54~15)=0
4q9+q+35=0
5q=-33
. 2
q9="3

o)~5)-()

0/ \3/ -3

()-6)-)-2-()

?,(=2,ZB'+A_)C=2 . (_;)+(g)=(_i)"(_21), dus Ek=(;) enk: x+2y=6.
k snijden met de x-as geeft D(6, 0).

n, =r,.= (‘I’) dus m: 3x+y=13.

Dus O(-3, 24).

=
Sl
2
II

Ql
Il

-
=c —

8l

m snijden met & geeft het punt £.

x+2y=6 |1 x+2y=6
{3x +y=13 ‘2‘ geeft{6x+2y=26_
-5x=-20
x=4 }
4+2y=6
-+ yr=
x+2y=6 Sy
y=1
Dus E(4, 1).
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Geval 1: ZDPE =90°.

m L AC, dus de lijn p door D evenwijdig met AC snijdt m loodrecht in P.
p// AC en p door D(6, 0) geeft p: x — 3y =46,

m snijden met p geeft het punt P.

x+y= ‘ ‘ 9x+3y 39
x—3v=6 x—3y=6_ N
10x 45
)634;— 1
—3_‘;/‘:15
Du‘;P(45,*5

DP*= (43— 672 + (-3 =25 en EP?= (43 — 472 + (-5 — 1? =2}
Dus in dit geval is drichoek DEP een gelijkbenige drichoek.
Geval 2: ZEDP =90°.

App=1,= (21) geeft DP: 2x —y =12
DP snijden met m geeft het punt P.

2x—y=12
Ix+y=13
5x=25
x=35 }
. 10—y=12
2x—y=12 y=2
Dus P(5, -2).

DE?*= @ —60 + (1— 00 =5enDP? ={5 - 6 +{-2— 0 =5
Dus in dit geval is drichock DEP een gelijkbenige drichoek.
Conclusie: in beide gevallen is drichoek DEP cen gelijkbenige drichock.

14.2 Cirkels en raaklijnen

Bladzijde 60

21 |

b 2
c 2
d 2

Bladzijde 61
ro=ry=d(M, k):izzz\/i

M,(-1,0), dus ¢,: (x+ 1)>+12=8.
My(4, 5), dus ¢,z (x— 4y + (y—5)*=8.

1 @ b=-4a-+3invullenin [3a—1+b|=/5a>+5 geeft [3a— 1 —4a +3| = /542 +5
~a—i =542 +5
kwadrateren geeft
AP +ia+i=5a2+5
42 —-2a+45=0
36a —6a+44=0
184> —3a+22=0
D=(-3>-4-18+22=-1575
D <0, dus b =-4a + 3 voldoet niet.
b Elke lijn &: v = ax + b heeft een richtingscoéfficiént, dus de verticale richting sluit je
hiermee uit.
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Bladzijde 62
Stel M(2p, p) is een punt op m.

d(M, k)= d(M, I) geeft

2

2:2p-p—1| [2p—2p-5|

S50
[4p—p—1] _|-5]

V5o s
3p—1[=|-5]
3p-1=5v3p—1=-5
3p=6v3ip=-
p=2vp=-l;

= d(M, k) = d(Ml)J5| 2

NN

p=2 geeft M(4, 2), dus ¢;: (x— 4P + (¥ — 20 =5.
p="13 geeft M(-23, -13), dus ¢ (x + 237+ (y + 137 =>5.

Voor het middelpunt M van de cirkels geldt d(M, k) = d(M, I).
Dus M ligt op de bissectrices van de lijnen k en /.

Omdat M ook op m ligt, kun je de codrdinaten van M, en M, vinden door de bissectrices van k en / te
snijden met m.

1 a M(5,0)enr,=3.

48

N(14,0)enr, = 6.

dM,N)=14-5=9

dM,N)—r —r,=9-3-6=0

Dus de cirkels raken elkaar.

De cirkels raken elkaar op de x-as in het punt (8, 0).
De verticale raaklijn in dat punt is de lijn &;: x = 8.
Stel k: v=ax+ b oftewel k: ax —y+ b =0.

|5a -0+ b\

Jar+1
|5a+b|=3a’+1

|14a — 0+b|

Jai+ 1
|14a + b| = 6/a* + 1
Hieruit volgt 2|5a + b| =|14a + b|
20a+b)=14a+bv2(5a+by=-14a—-b
10a+2b=14a+bv 10a+2b=-14a—-b
b=4av3b=-24a

d(M, k) =3 geeft

d(N, k)= 6 geeft

b=4av b=-8a
b=4a invullen in |5a + b| =3./a® + 1 geeft 5a+4a\/_3@
19a| =3\/a®>+ 1
81a>=9a*+9
72a*=9
a’= l

a—\[ 1 2va—*\ﬁ:*-\/§
a=1\/2 geeftb=\2 en a=-1./2 geeft b=-/2.

Dus kz.y—gx\/i+\/_en k3.y———x\/_ \/_

Hiermee zijn de drie lijnen gevonden, dus b =-8a voldoet niet.
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m:x — 2y =-4 oftewel m:y=%x+2
Stel M(2p, p + 2) is een punt op m.

3-2p—(p+2)| |2p-3(p+2)+8
d(M,k)=d(M,z)geeft‘ p-(p+2)| _|2p-3(p+2)+8|

V1o J10
l6p—p—2[=|2p-3p-6+8|
15p=2[=|-p+2]
Sp—2=-p+2vip-2=p-2
6p=4v4p=0
p=3vp=0

Felg=2 |3 1 4
V10 V1o 100 3107

Dus ¢;: (x— 152+ (y—232=L

_ _ 13:0-2] -2 2 ,_ 4

p =0 geeft M,(0, 2) en r, =d(M,, k) = = = , dus r, =16

VIO V10 10

p =3 geeft M;(14,23) enr, =d(M,, k) =

Dus c,: x2 + (v — 2P =%,

Stel M(2 + 2p, 2 + p) is een punt op £.

liy=-4x+ 8 oftewel ;1 4x +y—8=0
4-2+2p)+2+p-8]

d(M, 1) = d(M, x-as) geeft

N

8+8p+2+p—3§

77

9p+2|

7

El’ly2 = |2 +x|.

=[2+p]

=[2+p|

12+ pl

Voor | |9x + 2|
riny,=———
ocr iy, \/ﬁ
De optie snijpunt geeft x =-0,780... en x = 1,280...

Dus M(0,438...; 1,219...) en N(4,561...; 3,280...).

d(M, N)=/(4,561...— 0,438...)> + (3,280... — 1,219...)> = 4,61

Bladzijde 63

a M, en M, liggen op de bisscctrices van  en /, en tevens op afstand /10 van k en /.

3x—=y—=9| |x—3y—3]

V10 V10
3x—y—9=x—-3y-3viIxr—y—-9=-=x+3y+3
2x+2y=6vix—4v=12
x+y=3vx—y=3
Uit de figuur volgt dat M, op x +y =3 ligt.

M, opx+y=3enxy, =p geeft Mi(p,3 —p).

3p-3-p)-9

d(Ml,k)=\/ﬁgeeft‘p (\/ﬁp) ‘=\/ﬁ
|3p=3+p—9/=10
l4p — 12| =10
4p—12=10v4p—12=-10
dp=22vdp=12
pP=5;vp=;

p="5% geeft M,(5%, -21) vold. niet

p =7 geeft M,(3, 23)

d(M, k) = d(M, 1) geeft
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Uit de figuur volgt dat M, op x — v =3 ligt
M,opx—y=3enyy =q geeft My(¢g + 3, q).

3 3 9
d(My, k) = /10 geeft %~ J10

3g+9-¢g—9|=10

29| =10
2¢=10v2g=-10
g=5vg=-5

q =15 geett M,(8,5)
q =-5 geeft My(-2,-5) vold. niet

b De staal r;van c, is r; = d(M,, My) = /(8 — 12 + (5 — 2012 = \J62L.
Om vergelijkingen van de gemeenschappelijke raaklijnen van ¢, en ¢, op te stellen,

gebruik je dat de afstand van M, tot deze raaklijnen gelijk is aan 62% en de afstand van
M, tot deze raaklijnen gelijk is aan /10.
Stelm:y=ax—+b oftewel m: ax —y + b =0 is een gemeenschappelijke raaklijn van ¢, en c,.

ta—21+p|

d(M,, m)= \/ageeftﬁ 62;—
la—2L+5/= J620 - JaZ+1

|8a—5+b|

d(M,, m)= \/_ geeft ﬁ \/ﬁ
|8a—5+b|=\10- 2 +1

Hieruit volgt | La — 24+ b| = \61 - (82— 5 + b]
fa-21+b|=21|8a—5+0]
ta—2 +b=218a—5+b)via—25+b=21(-8a+5—h)
ta—-23+b=20a—123+23bvia—21+b=-20a+125-21b
-135=191a—10v 315 =-201a+ 15
b=-13a+65vb=-55a+43
Substitutie van b =-13a + 63 in [8a — 5 + b = /10 - \Ja? + 1 geeft |[8a— 5 — 13a + 63| = /10 - /@ + 1
-Sa+13)= 10~ V@1
2562 — 163a+25=10a+ 10
156 - 163a—73=0
27a*>—=30a—13=0
D=(-302-4-27--13=2304
_30+48 4 30-48

54 V4T T sg T3

a=15geeft b=-13 - 15+ 65=-125, dus m: y = Ix — 125.
a=-1geeft b=-13 - -3 +63=11,dus my: y=-3x+1L.
Hiermee zijn de twee gemeenschappelijke raaklijnen gevonden, dus b =-5%a + 42 voldoet nict.
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il a AM=10,AN=10-ren MN=r+ 10.

“~ a Stel de straal van d gelijk aan r. y

- - (4 o 5 y y - (4 (5) (9 A (3
30 7S (3) o e (0) en / de bissectrice van Z(k, x-as) geeft r,= (3) + (O) = (3) = (1)

Dus voor een punt P op / geldt P(3p, p).

De straal van ¢, is 1, dus M(3, 1) en OM = 37+ 12=/10. y
Zie de figuur hiernaast.

De straal van ¢, is gelijk aan r gesteld.
AOAM © AMCN geeft

oM _ M y
MN CN N_—] -

NIT . T

r+l r—1 : \1
r10-10=r+1
r\/ﬁ—r=m+l
r10-1)=4/10+1

I/=\/ﬁ+1=\/ﬁ+1_\/ﬁ+1=10+2\/ﬁ+1=12+2\/E
JIo-1 \10-1 10+1 10-1 ’

¢ raakt de positicve x-as in 4, dus MA staat loodrecht op de x-as, dus ZMAN =90°,
De stelling van Pythagoras in drichoek AMN geeft AN? + AM?* = MN?, dus
(10 — 7% + 102 = (r + 10)%.
b Haakjes wegwerken geeft 100 — 207 + 72 + 100 = 2 + 207 + 100
-40r=-100
r= 2%
Dus &: (x— 237 +3* = 6.

Bladzijde 64

Zie de figuur hiernaast.

MP=8 NP=6—ren MN=r+ 8§,

De stelling van Pythagoras in driehoek MNP geeft
MP? + NP? = MN?

82+ (6— 1) =(r+8)
64+36—12r+rr=r+16r+64

-28r=-36

= 1.2,

Dus d: x>+ (y— 137 = 132,

b Noem deze cirkel e en stel de straal van e gelijk aan r. v
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geeft
82+ (r+6)2=(r+8)
64+ +12r+36=r>+ 16r+ 64
-4r=-36
r=9
Dus e: x2+ (v + 972 =81,
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- a Destraal vancis 9.
Stel de straal van d gelijk aan r.
Zie de figuur hiernaast.
MP=9—pr, NP=7—renMN=r+09.
De stelling van Pythagoras in drichoek MNP geeft
MP2 4+ NP2 = MN?
O —rF4 (]~ 2y
Bl1—18r+7r2+49— 14r+r2=r>+18r+81
P =50r+49=0
r—D(r—49=0
r=1vr=49
vold. niet
Dusd: (x— 1P +(y—1P=1.

b Stel de straal van e gelijk aan r.
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geeft
OR* + MR* = OM?
(O =rP+(r+ 7P =(r+ 9
81— 18+ +r+14r+49=r"+18r+81
P=22r+49=0
D=(-22P-4+1+49=288, dus /D=/288 = 12,2
2241242
2

r

=11+6\2vr=11-62

vold. niet

Bladzijde 65
| a Zic de figuur hiernaast.
OM,=3,0M,=12, OM;=p, M|M;=r+3 en
MM, =r+6.
De stelling van Pythagoras in drichoek OM, M, geeft
OM 2 + OM2 = M,M;?
32+p2:(r+3)2
PFg=pi )
De stelling van Pythagoras in drichoek OM, M, geeft
OM,? + OM2 = M,M;?
122+ p? = (r + 6)*
P>+ 144 =(r + 6y
b p>+9=(r+3) oftewel p>=(r+37> -9
P+ 144 = (r + 6) oftewel p> = (r + 6)> — 144
Dit geeft (r + 3> —9=(r + 6)* — 144
PHer+9-9=r+12r+36—-144

-6r=-108
r=18
r=18 geeft p? = (18 + 32— 9 =432, dus p=432=12\3vp=-12\3
vold. niet
Dus p=12/3enr=18.
- a De cosinusregel in drichoek M M,M, geeft Ms

M M2 =M M2+ M,M2 -2+ M|M, - M,M, + cos(LM,M,M,)
R2=42+6~2+4 -6 cos(LM,M,M,)

64 =16+ 36 — 48 cos( LM, M, M) 8
48 cos(LM M, M;) =-12

cos(LM MM,y =3

£ M M,M, ~ 104,5° M,
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b Indrichoek M\ MMy is MM, =4, MM, =r+3en MLM;=r+ L.
De cosinusregel in drichoek M, M,M, geeft (r + 3 =4>+(r+ 1) =24 - (r+ 1) - cos(LM,M,M,)
P +6r+9 =16+ +2r+1—8(r+ 1)cos(LM,M,M,)
8(r + 1)cos(LM MM,y =-4r — 8
4r—-8_Mr-2) -2

oS e MMM~ % W@l Zrid
-2
lim =2 = i — =201
roc 2r+2 rauoz_l_z 2+0 2
-

cos(£LM, M,M,) =~ geeft ZM,M,M, = 120°

Zie a, voor r =5 is ZM M, M, = 104,5° < 120°.
Dus er zijn geen waarden van r waarvoor ZM, M, M, groter dan of gelijk aan 120° wordt.

¢ Destraal van ¢, is 3 en OM, =1, y

Stel x,, =p.
Zie de figuur hiernaast. M.
De stelling van Pythagoras in drichoek PM, M, geeft
M, P*+ PMy? = M| M,? .
(p+3) 47 =(r+3p )
PHop+9+r=r2+6r+9 r+1
P+ 6p=06r

pr=-6p+6r
De stelling van Pythagoras in drichoek PM,M, geeft 1/
M,P? + PM,? = M,M,? M, ONufc P

(p—172+r=(r+1)7
P=2p+1+~=F~+2r+1
PP=2p=2r
pP=2p+2r
Hieruit volgt -6p + 6r=2p + 2r
4r=8p
r=2mp
p2=2p+2r}
r=2p

pPP=2p+2-2p
p=6p

p=0 v p=6
vold. niet
p=>0geeftr=12

Dus M,(6, 12).

Bladzijde 66

| Zie de figuur hiernaast. y

De straal van d is gelijk aan 7, gesteld.

De stelling van Pythagoras in drichoeck MNP geeft
PM? + PN? = MN?

8+ (B8—r)?=(,+8)

64 +64 — 161, +r/ =1+ 16r,+ 64

-32r,=-64

ry=2
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54

Stel Q(0, g) en de straal van e gelijk aan r... y
Zie de tiguur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek ONQ geeft
ON?+ 0Q? = NQ?
2+ =(r,+2y
4+q2=r82+4rc+4
¢ 2} =4
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geett
OR? + MR* = MQ*
(8 —q)y +8°=(r,+8)
64— 16 +q*+64=r2+16r,+64
g*—r2=16r,+ 16q — 64
Hieruit volgt 167, + 16g — 64 = 4r,

16g =-12r, + 64

q=-3r.T4

G*—rr=4r,
quire+4 }(%re+4)2_r02:4re
19—61‘62*6:’6-0- 16 —r2=4r,
~fr =107, +16=0
7r2+160r,— 256 =0
D=160>—4-7--256=232768, dus \D=/32768 = 128,2
-160+ 128./2 -160 — 12842
TOTE g, OTE
‘ 14 . 14
vold. niet
Dus de straal vaneisfll%+9%\/§.

14.3 Cirkels en snijpunten

Bladzijde 68
a Substitutic vany=-x—1inx>+3? - 10x—4y -3 =0geeft >+ (x— 1)’ - 10x—4(-x—1)-3=0
P4+ 2e+ 1~ 108 +46+4~3 =0
22 —4x+2=0
D=(-42—4-2-2=0
D =0, dus de k en ¢ hebben één punt gemeenschappelijk.
Dus £ raakt aan c.
b x*+)’—10x—4y-3=0
X—=10x+32—4y—-3=0
E—5F—25+p—2P—4—8=0
(e—5P+(p—2F=32
Dus M(5,2) en r= /32 =4,/2.
|5+2-+1] |8 g
M(5,2) enk:x+y+1=0geeft dM, k) =——=—="—==—==4/2.

NN AN
d(M, k) =r, dus k raakt aan c.

Bladzijde 69
a D =484, dus \/D =484 =22.
2422 o 12-2
10 5 10

x=3%gecfty=2-33-3=3%
=1 geefiy =2 ~-1-~3==5
De snijpunten zijn (32, 33) en (-1, -5).
4-5-1-4]

NiE]

b d(M, k) <r geett </17 en dit geeft 2 < ¢ < 36.
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a Van ¢, is het middelpunt M{(2, 1) en de straal »= \/E
k:y=x—-3oftewel k:x—y—3=0
2-1-3] _|-2|_ 2
CRTF eV
d(M, k) <r, dus & snijdt ¢, in twee punten.
b [I:2x+y="Toftewel [, y=-2x+7
Substitutie van y =-2x + 7 inx? + > + 2x + 2y = 18 geeft x> + (-2x + 7)? + 2x + 2(-2x + 7) = 18
X4 —28x+49+2x —4x+ 14 =18
5x2-30x+45=0
X—6x+9=0
D=(6)}-4-1-9=0
D=0, dus [ raakt c,.
¢ Van ¢, is het middelpunt M(4, -1) en de straal » =3,
4=3--1+3] 10| 10

o v yio

d(M, m) > r, dus m heeft geen punten gemeenschappelijk met ¢;.

d(M, m) =

a kx—y+l=0oftewel ki y=x+1

Substitutic van y =x + 1 in x> +3? — 10x — 2y + 9 =0 geeft
XA x+1)P=10x=2(x+1)+9=0
X+x?+2x+1-10x—2x—2+9=0

22-10x+8=0
x2=5x+4=0
x—Dx—4)=0

x=1lvx=4
x=1eny=x+1 geeft het snijpunt (1, 2).
x=4eny=x+1 geeft het snijpunt (4, 5).

b Substitutie van x=¢+ 1 Ay=2¢+1in x> +1?— 8x —4y + 10 =0 geeft
@+ 1P +Q+1)P-8+1)—42t+1)+10=0
P+2t+1+42+4t+1-8—8—8—4+10=0
54 —=10=0
5t(t—2)=0
t=0vi=2
t =0 geeft het snijpunt (1, 1),

t =2 geeft het snijpunt (3, 5).

Bladzijde 70

a 2x—3y+4=0geeft 2x=3y—4 oftewel x= 13y — 2.
Substitutie van x = 13y — 2 in (x — 6)2 + (y — 1)> = 26 geeft
(13y—2— 62 + (¥ — 12 =26,

Voer in y, =(13x — 8% + (x — 1)* en y, = 26.
De optie snijpunt geeft x =2 enx = 6.
Dusy=2eny=6.

y=2en x= 13y —2 geeft het snijpunt (1, 2).
v=6enx= 13y -2 geeft het snijpunt (7, 6).

b 3x+4y=19 geeft 4y =-3x + 19 oftewel v :fjx +443.
Substitutic van y =-3x +43 in x? + 2 — 4x + 6y — 12 = 0 geeft
X+ (-3x+ 43P —dx+ 6(-3x+ 43— 12=0.

Voeriny, =x2+ (-2x + 432 — dx + 6(-2x +43) - 12,
De optie nulpunt geett x = 5.

x =5 geefty =1

Het gemeenschappelijke punt is (5, 1).
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" a Vancis het middelpunt M(5, 1) en de straal » = \/ﬁ

k:y=ax+1oftewel kzax—y+1=0
5a—1+1] |54
JEL Y@l
d(M, k) < r geeft 15| <20
Jat+1

|5a| < /20a” + 20

25a* <20a* + 20

5a% <20

a*<4

2<a<2
l:y=1ix+boftewel . 5x—y+bh=0

7-5—1+b] |15+

2
d(M, 1) = T = i
4 4
13+5]

d(M, k) > r geeft 7 ) 20
1z
14+]> 35
1h+]>5

13+b>5v1i+b<-5
b<-61vh>31

d(M, k)=

Het midden M van het lijnstuk AB is M(3(-1 +7), 5(3 + 1)) oftewel M(3, 1).

r=d(d, M)=\J3 17+ (1 =3P =16 +4=20 en M(3, 1) geeft c: (x —3)> + (v — 1)2=20.
Substitutie Vanx=—2+3t/\y=6—tin (x—3)2+(y— 1)2=20 geeft (_2+3f_3)2+(6—t‘- 1)2=20

t =1 geeft het snijpunt (1, 5).

t =3 geeft het snijpunt (7, 3).

kiv=-2x+poftewel k: 2x +y—p=0

2-3+1-p| |75

Vs Vs

7_

d(M, k) = geeft | 5p| - /20
7—pl =100
7-pl=10
T—-p=10v7—-p=-10
p=-3vp=17

d(M, k)=

Hoofdstuk 14

(Bt=3)72+(5-1*=20

9 —30r+25+25—-10t+2=20
102 — 40t +30=0

£—4t+3=0

t—D(r—-3)=0

t=1vi=3
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M 2+ (y—22=~

c l:yqu—S%oftewel l:qx—y—5%=0
3¢ —1-53| _[39-63

\/qz—ﬂ |

3g— 65
d(M, 1) >  geeft %> 20

3¢ — 65| > 2047 + 20
9¢% — 39¢ + 421> 2047 + 20
-11¢* = 39g +225>0
44¢% + 156 — 89 <0
44¢> + 156 —89=0
D=1562—4 - 44 - -89 = 40000
_-156+200 _; _-156—200 _
A TR A T
D = 44g° + 156g — 89

dM, )=

1
45

ST

4447 +156g — 89 <0 geeft 455 < g <3

222 —
door (0, 0) }” 0+ 2y =4

Dus ¢: x>+ (y—2)* =4,

Substitutie van y = ax? in x> + (y — 2)> =4 geeft x> + (ax* —2)* =4
+a’x —dax’ +4=4
axt+xt—dax?=0
@’ +1—4a)=0
X¥=0va**+1—-4a=0
x=0va’x*+1—-4a=0

Drie gemeenschappelijke punten in het geval a’x* + 1 — 4a =0 twee oplossingen heeft.

ax*+1-4a=0

axr=4a-1
da—1

T

X "

Deze vergelijking heeft twee oplossingen als 46;; LI 0
4a—1>0
4> 1
a>= 3-1
Dus voor a >y hebben de parabool en de cirkel dric gemeenschappelijke punten,

xX2+yr=25
(x=32+2=16 _
¥—-(x—3)7=9

Oplossen geeft x> — (x> —6x+9)=9
X=xl+6x—-9=9
ox =18
x=3
b De lijnx =3 gaat door de snijpunten 4 en B van de cirkels.
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Bladzijde 71
e x2+y2—2x—4y=0
{x2+y2—14x+24=0
12x—4y—24=0
3x—yv—6=0

y=3x-6 }x2+(3x—6)2—2x—4(3x—6 =0
X R~ 2e =0 x2+9x2—36x+36—2x—123c+24=0
10x* = 50x + 60=10
X2 =5x+6=0
x—2)x—3)=0
x=2vx=3
x=2eny=3x— 6 geeft het snijpunt B(2, 0).
x =3 eny=3x— 6 geeft het snijpunt 4(3, 3).
b yv=ax+b }3a+b=3
door 4(3, 3) b=3—3a
Dus k: y=ax+3 —3a.
€ Xty —14x+24=0
X —14x+)2+24=0
(x=T7yY—49+)2+24=0
(x—T7¢+y*=25
Dus middelpunt N(7, 0) en straal 5.

Y

De loodlijn ND op AP, deelt AP, middendoor, dus DP, =25%,/2.

De stelling van Pythagoras in drichoek DNP, geeft DN = /5% — (23,/2)* = \/1_2% =212.
Dus d(N, k) = 23/2.
d d(N, )=212 geeft a0+ 3 B =22
Ja& =1
[4a + 3| =2324° +2
16a> +24a +9 = 65 (24> +2)
16a2 +24a +9 = 12542 + 123
31a®+24a—-33=
D=24*—4"3;5--3;=625
_ 24425 | -24-25
7 7

a va -7

~l|—-

e a=lgeefth:y=1x+3-3
a=-Tgeefth,;y=-Tx+3+21
Dus k]:y=%x+2% enk,:y=-Tx+24.
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Bladzijde 72
"] AP=5\/2 geeft dat P op de cirkel met middelpunt 4 en straal 5+/2 ligt.
Dus e3: (x =3¢ + (¥ —3*=50
xX2=6x+9+)y2—6y+9=50
¥+y2—6x—6p—32=0
xr+3?—14x+24=0
{x2+y2—6x—6y—32=0_
8x+6y+56=0
8x =6y +56
x=gy+7
X2+)2—14x+24=0

}(%y+7)2+y2— 4Gy +7)+24=0
P+ 105y +49+37— 105y~ 98 +24=0
122 =25
=16
v=4vy=-4
y=4enx=?—1y+7 geeft P,(10, 4).
y=-4enx=3y+7 geeft P,(4,-4).

door B(2, 0) b=-24

Dus [: y=ax —2a oftewel I: ax —y —2a =0.
e+ — 2 —4y =0

¥ -2x+y"—4y=0

(= 1P—1+(y-272-4=0

(x— 1P+ (y—27=5
Dus middelpunt M(1, 2) en straal /5.

1%

MO =J(\/52—12=2, dus d(M, [)=2
la—2—- 24|
—=2

Ja*+1

~a—2|=2\a*+1
atda+4=4"+1)
a*+da+4=4a>+4
3a2—4a=0
a(3a—4)=0
a=0va=1§

a=0geeft [ y=0cna=1% geeft [,: y=14x— 22,
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a MG +5),5(0+5)) = M4}, 23)
(=43P +(y=232 =1
door A(4, 0)

Dus c: (x — 43)* + (v — 25> = 63
x2—9x+205+)2—5y+65=6%
X +17=9%x—5y+20=0
De lijn door 4 evenwijdig met OB: y = x heeft vergelijking y =x — 4.
Deze lijn snijden met ¢ geeft x* + (x =47 —9x—5(x —4)+20=0
X2+x2—=8x+16—-9x—5x+20+20=0
2x2—-22x+56=0
X—1lx+28=0
x—Hix—-7=0
x=4vx=17
x="T7eny=x—4 geeft het punt £(7, 3).
b OB:y=x snijden met ¢ geeft x> + x> —9x —5x+20=0
2x2—14x+20=0
¥*=Tx+10=0
x—2)x—5)=0

x=2vx=5

}r2=(4—4%)2+(0—25—)2=6%

Dus D(2, 2).
d 1s de cirkel met middelpunt 4 die door D gaat,
Gl PlegPmr oy e
door D(2, 2) }ﬁ(z ey
Dusd: (x—4)>+)y*=8§
xX*—8x+16+12=8§
X+ —8x+8=0
d snijden met ¢ geeft punt .
{x2+y2—9x—5y+20=0
2+1?—-8x+8=0
x—=5+12=0
x=-5p+12
x2+y2*8x+8:0}

(-5v+ 127 +)2 = 8(-5v+ 12) + 8 =0
252 =120y + 144 +)»? + 40y - 96+ 8=0
2612 — 80y + 56 =0
1332 =40y +28=0
D=(-40—4-13-28=144
_Aoti2 o 40-12_ 1

26 26 13
v =15 en x=-5y+ 12 geeft het punt £(6:5, 135).

A
. RER
2 o)

BC: y =5 snijden met ¢ gecft het punt 7.

242 Gy — & _

i S 0}x2+25*9x425+20=0

4 X2 =9x+20=0
(x—dHix—5=0

x=4vx=5

Vv

Dus F(4, 5),
oiucaT-{{)- {2
== m =S (25) s/ 28 " \s

n, H!—(f) . (}5):5~5=0, dus k L/, dus ZDGF =90°.

Uit de omgekeerde stelling van Thales volgt dat DI een middellijn is van de cirkel
door D, Fen G, dus G ligt op de cirkel met middellijn DF,
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Bladzijde 73

) @ r.=dd,M)=JG3-07+(3-1)’=\9+4=13

kiv=ax+1oftewel i ax—y+1=0

/o
MO (T3P =2

3a—-3+1|
M@3,3)end(M, k) =2 geeft ————=2

a*+1
3a—2|=2a*+1
90— 12a+4=4a*+1)
9a’—12a+4=44>+4
5a*—12a=0
a(da—12)=0
a=0v53a—-12=0
a=0va=2§

Dus k;:y=1enky; y=23x+1.
b O(OAMB)=3-3-2-5-2-3=3

A(0, 1) en B(1, 0) geeft AB = /2.

1 1
ap L2
sin(} ZAMB) =2 = %

1ZAMB=1130...°
ZAMB=12261..°

. . 22
De oppervlakte van cirkelsector ABM is 360 (\/ﬁ)2 =2,566...

Dus O(F) =3 —2,566... ~ 0,43,
¢ De middelloodlijn m van lijnstuk CD is de lijn m: x = 5%.
n is de middelloodlijn van lijnstuk CM.
Het midden van lijnstuk CM is (3(5 + 3), (0 +3)) = (4, 13).

n,=Feyy=m—C= (3) —~ (5) = (_2) en n door (4, 13) geeft n: -2x + 3y =-35.

3/ 10 3
n snijden met m geeft het punt V.
At 3p=-3L
2y 32}—11+3y=—3§
x=353 |
3}1:73
y=2;

Dus N(53, 23).

rd=d(M,N)=\/(55—3)2+(2§—3)2=\/6};+41=\/6_%,dusd:(1;-5%)2+(y1-2%2)2=6% -
X ~11x+301+y 45}/‘*63: 3
X+ = 1lx—5y+30=0
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g (p— 3P +{p—32=13
X*—6x+9+1*—6y+9=13
st —Br—~Gr+8=10

LRI S-S _

c snijden met d geeft {;Ii 2_(1”1; _6';;5 300:0

Sx—y—25=0 N

=58 —~25 }

>ty —Be—Bpt5=D

X2+ (5x —25)2 — 6x — 6(5x —25)+ 5=0

26x2 —286x+780=0
»=11x+30=0
(x—5)(x—6)=0
x=5vx=6
x=6geefty=5-6-25=235,dus E(6, 3).
De totale massais 3+4 + 5+ 8 =20,
Z=5(3'c+4-d+5-¢+8 m)

=2'_0(3 : (S)+4 - (g)+5 - (g)”‘ ' (g))
({5 (o) Gs)-(z3)
-+

Dus Z(433, 25).

14.4 Werken met parametervoorstellingen en bewegingsvergelijkingen

Bladzijde 75
@ x=3cos(f) Ay =3sin(?)
b x=3cos(s) ke .y —2 =3cos(z) oftewel x =2 + 3cos(?)
y=3sin(f) —nslatic @4y, — 4 = 3sin(r) oftewel y =4 + 3sin(z)
Straal 3 en middelpunt (2, 4).

Bladzijde 76

oGS 1p=4
¥?—10x+25+)?+2y+1=4
¥+ —10x+2y+22=0

b (r—d4p+(r-3P=1
x¥=8x+16+y*—6y+9=1
¥+ —8x—6y+24=0

€ (x-297+(y—33P=16
x2—5x+6%+y2—7y+12£316
X432 =5x=Ty+25=0

4 (- 17+ (y-27=9
2=2x+1+y2—4y+4=9
X4y =2x—dy—4=0

a x:73+\/ﬁcos(t‘)/\y=f4+ 10sin(7)
b x>+ —4x—10y+13=0
xX=dx+12 =10y +13=0
(x—2Y—-4+(y—57-25+13=0
(x=2P+(y—5P=16
Dus x=2+4cos(f) Ay =35+ 4sin(z).
€ xX2+)y7+2y=0
X+ (y+1y¥-1=0
2+(y+1P=1
Dus x = cos(f) Av=-1+sin(/).
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' Een parametervoorstelling van c is x =3 + 5cos(f) Ay =4 + 5sin(r).

Het midden Q van P(3 + 5cos(z), 4 + 5sin(f)) en A(-5, 2) is
OG (3 +5c0s(1) = 5), 2(4 + 5sin(r) +2)) = O(-1 + 2% cos(r), 3 + 23 sin(2)).
Dus Q ligt op de cirkel (x + 1)2+ (y — 3)* = 6.

Bladzijde 77

X2+ = 12x—4y+32=0

¥—12x+y?—4y+32=0

(x—6)°—-36+(y—22—-4+32=0

(x—=6)°+(y—2)*=8

Een parametervoorstelling van ¢, isx =6 + 2\/5 cos(f) Ay =2+ 2\/2sin(?).
Het midden van P(6 + 2+/2 cos(r), 2 + 2+/2 sin(£)) en 4(2, 0) is

O (6 + 22 cos(1) +2), 5(2 + 2y/2sin(1) + 0)) = O(4 + \[2cos(r), 1 +\/2sin(1)).
Het midden van P(6 + 242 cos(f), 2 + 2\/2sin(£)) en B(-2, 4) is
R(3(6 + 242 cos(t) — 2), 3 (2 + 24/2sin(?) + 4)) = R(2 + /2 cos(?), 3 + /2 sin(1)).

Het midden van Q en R is

SG (4 + 2 cos(r) + 2+ 2 cos(1), 5(1 + 2sin(r) + 3 + \/2sin(0))) = (3 + 2 cos(t), 2 + \/2sin(r)).
Dus S doorloopt de cirkel c,: (x —3)* + (v —2)* =2 oftewel c,: x> +1? — 6x —4y + 11 =0,

o — [ —2cos(n) ) — == _ (—2 -2 sin(t))
a A0 (72 — 2sin() geeft AB =40y 2 cos()

> 2cos(1) ) (—2 —2 sin(r)) (z sin(r) + 2 cos(z) — 2)
= + = + =

OB=04 +458 (2 +2sin()) T\ 2cos() )\ 2sin(6) + 2 cos(d) + 2

Dus xp=-2sin(f) + 2cos(f) — 2 A vy =2sin(f) + 2 cos(r) + 2.

b 28 _ o5~ 2si
TR cos(?) — 2sin(?)
dvg .
T 0 geeft 2cos(f) —2sin() =0
t .
sin(f) = cos(?)
tan(f) =1
t=lp+kom

yg = 2sin(f) + 2cos(t) + 2

T oE

Vg is minimaal voor t = l}ln +k-2m
t=15m geeft A(2cos(15m), 2 + 2sin(13m)) = A(—2, 2 —\2)
A(-\2,2-2) opy=ax geeft-a\2=2- /2, dusa=1-/2,
€ xz=-2sin(f) +2cos(f) — 2 Ay, =2sin(t) + 2 cos(r) + 2 oftewel
Xp+2=-2sin(f) + 2 cos(t) A vz — 2 =2sin(t) + 2 cos(?)
(x+ 202 + (v — 2)? = (-2 sin(f) + 2 cos(1))? + (2 sin(f) + 2 cos(£))?
= 4sin*(f) — & sin(r)cos(?) + 4 cos?(r) + 4sin’(7) + 8 sin(f)cos(?) + 4 cos’()
= 8sin’(7) + 8 cos’(7)
= B(sin*(f) + cos?(f))
=8
Dus B doorloopt de cirkel met vergelijking (x +2)* + (y — 2)*=38.
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a x(3)=3en y(3) =4, dus P(3, -4).
b y=-lgeeftr—4r—-1=-1

£—4t=0
H(t—4)=0
t=0vi=4

1=0 geeft het punt (6, -1) en ¢ = 4 geeft het punt (-3, -1).
De lengte van het lijnstuk is 6 ——§= 6%.
¢ x=6geeftir—32+5+6=6
1B -32+5=0
LA -9t +15)=0
$1=0vA-9+15=0
(=0 D=(-9P-4-1-15=21

9+ 3T 9- a1
Ty ViITT

t=0wvt

Bladzijde 79

a (Z—6t+57=(F-6t+5)F—6t+5)=r—682+5F—68+362—30r+5~—-30t+25=
=128 + 46 — 60t + 25
(2t— 4P =4£—- 161+ 16

Dus w(£) = J(# — 61+ 57 + (2t — 4y = \JI — 126 + 462 — 60t + 25 + 42 — 16t + 16 = /A — 128 + 5072 — 761 + 41.
1 26— 1864+ 500—38
H=v{H= (4 =362+ 100t — 76) =
A W s v TRyl ) P 127+ 507 76t + A1
b x(-1)=1-¢1¥-3-(1)2+5--1+6="2Leny(-1)=(-1)*—4--1-1=4
x(5)=3-5-3-52+5-5+6=-25en¥(5)=5-4-5-1=4
Dus de baan van P snijdt zichzelf in het punt (-2 %, 4),

Bladzijde 80
a De verdubbelingsformule cos(24) =1 — 2sin*(4).
b cos(2r) +sin()=0
cos(2r) = -sin(f)
cos(2r) = sin(t + )
cos(2fy=cos(t+m— %n)
cos(2f) = cos(t + 1)
A=t+imtk 2nv2=-(t+im)+k 2x
t=im+k-2nv3t=-in+k 2x
=sn+k-2nvi=-fntk-3n
tin [0, 2n] geeftt=gmvi=limvie=Lin
¢ y(3m)=sin(2 - $x) =sin(m) = 0, dus het punt dat hierbij hoort ligt nict op de positicve v-as.
W 1%7:) =sin(2 - lgn) = sin(B%n) = sin(l%;rc) = 7; 3, dus het punt dat hierbij hoort ligt niet op
de positicve y-as.
d XGm)=-2sin(En) +cosGm)=-2- 1 +52=-2+1/2#£0
x'Gm)=-2sin(15m) +cosGm)=-2 ' -1 —52=2-32#0
x(l3m) =-2sin(25m) +cos(l5m) =2+ L —53/2=-2-35/2#0
x(13m) =-2sin(35m) +cos(1im) =-2 - -1 + 12 =2+ 12 £0

a Raaklijn verticaal, dus x(¢)=0 A (1) #0.
x(£) = 0 geeft -2 sin(2¢) + cos(r) =0
-4sin(f)cos(f) +cos() =0
cos(H(-4sin() +1)=0
cos(f)=0v 4sin(r) =1
cos(f)=0 v sin(r) = f;
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b sin(?) =f—1
sin?(f) + cos*(f) =1

} G + cos(n) =1
=+ cos¥(f) = 1
cos¥(t) =1
cos(f) = 11/15 v cos(t) = -1+/15
¢ Met de verdubbelingsformules cos(24) = 1 — 2sin*(4) en sin(24) = 2 sin(4)cos(4) krijg je
{x([) = c0s(2¢) + sin(£) = 1 — 2sin*(¢) + sin(7)
w(t) = sin(27) = 2 sin(t) cos(7)
d cos()=0met 0<s<2mgeeftr=invi=Iin.
t =1z geeft het punt (0, 0)
= 117 geeft het punt (-2, 0)
sin(t‘):f-1 en cos(t‘):f-l\/ﬁgeeftx: 1-2- (JT)2+JT: lé eny=2 'fq : JT\/I_Zé\/E
sin(f) =3 en cos(f) =-j\/15 geeft x=1-2 - (1> +3=Igeny =25 - -1 /15=-1/15.
De punten zijn (0, 0), (-2, 0), (15, £/15) en (13, ~5/15).

x()=F£—-3r+2 x()=2t-3
‘ {,v(t) =P 20+ 3- 1 & {y'(t) =R 413
Raaklijn horizontaal, dus y(£) =0 A x'() £ 0.
V(i =0geeft 7 —4t+3=0
(t—D(t-3)=0
t=1vt=3

=1 geeft het punt (0, %)
t =3 geeft het punt (2, -1)
b x()=0geeft?—3t+2=0
(t—-DE—-2)=0
t=1ve=2
W2)=5+23-2-22+3-2—1=-1, dus raakpunt (0, -3).

V@)= (zl?if 2 i 3) - (—11) dus 5 = (i)

k:x +y=c door (0, -%) geeft k: x + y=-1 oftewel k: 3x+ 3y =-1.
¢ x()=2geeft?—3t+2=2

£=3t=0
Hr—3)=0
t=0vit=3

x(0)=2eny(0)=-1
x(3)=2ceny(3)=-1 (zic a)
Dus de baan snijdt zichzelf in het punt (2, -1).
V(0= (02 2 49 0 i 3)
richtingscoéfticiént -1.
In het punt waarvoor ¢ = 3 is de raaklijn horizontaal (zie a).
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt, is 45°.

d Voor het snijpunt met de positieve y-as geldt £ = 1 (zie b).

s 21 =3 }_j-1 W e A
v(l) (12g4' 1+3) (0) geeft v(1)=/(-1)*+0-=1
De gevraagde baansnelheid is 1 cm/s.

v() = (21— 37+ (7 — 41 + 3)? geeft
- ] , 220 =3)+ (A 41 +3)(2u - 4)
W) o @iy CHT) U AT S P d
a(1)=2(2—3)+(1—4+3)(2—4)=2.,1 +0-2_
V2=3P+(1-4+3y JI+0

De gevraagde baanversnelling is -2 cm/s”,

= (733 ), dus in het punt waarvoor ¢t = 0 heeft de raaklijn
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Bladzijde 81
a x()=0 geeft cos(r) +sin(21)=0

cos(f) + 2sin(f)cos(r) =0
cos(t)(1 + 2sin(7))=0
cos(t) =0 v sin(7) = ,%
t:;-nﬂ-k'nvr:*én+k'2nvt:1éﬂ+k' 2n
tin [0, 21 geeftt=3mvi=13mve=linvi=12x
y(%s'r) = sin(%:rc) —cos(m)=1—-1=2
y(13m) =sin(1i7) — cos(3x) =-1—--1=0
y(lgm) =sin(lgm) — cos(2§m) = -5 —5="-1
v(13m) =sin(13m) — cos(33m) = -3 — 5 =-1
Er zit 121 — 131 =21 =37 seconden tussen deze twee tijdstippen.

x(p) = cos(p) +sin(2p)
X(m— p)=cos(n — p) + sin(2(n — p)) = —cos(p) + sin(2xw — 2p) = -cos( p) — sin(2p)
Dus x(p) =-x(m — p).
¥(p) =sin(p) — cos(2p)
v(m— p)=sin(x — p) — cos(2(x — p)) = sin(p) — cos(2w — 2p) = sin( p) — cos(2p)
Dus v(p) =v(n — p).
Dus de baan van P is symmetrisch in de y-as.
x(t) = cos(?) + sin(27) oft x(t) = -sin(r) + 2 cos(21)
¥(£) = sin(?) — cos(21) V(6) = cos(¢) + 2sin(20)
Raaklijn horizontaal, dus y() =0 A x'() £ 0.
V()= 0 geeft cos(?) + 2 sin(2/)
cos(t) + 4sin(t)cos(r) =0
cos(H(1 +4sin(5))=0
cos(f) =0 v sin(f) =-5
t=3n+k-mvsin(t)=-;
=3 n+k-mentin[0,2n] geeft =3 v = 13m.
t =1z geeft het punt (0, 2)
t= lén geeft het punt (0, 0)
sin(f):*,% Ly 2 —
sin?(f) + cos(f) = 1} (3)" + cosi() =1
11—6 +cos?(n)=1
cos¥(r) =1
cos(t) =515 v cos(f) =-3\/15
x(t) = cos (1) + sin(27) = cos(?) + 2 sin(f)cos(r)
¥(t) =sin(f) — cos(21) = sin(r) — 2 cos(7) + 1

1 ST I [z 1 B el | e
Je krijgt ¢ 1 15 v 1 ¢ cn ? 15 ! 41 s
y==g—drprl=-lg y=-z—2-t+1=-13

Dus horizontale raaklijn in (0, 0), (0, 2), (51/15, -13) en (-5/15, -15).

(x(1)? = (=sin() + 2 cos(21))* = sin’(f) — 4sin(7) cos(2¢) + 4 cos*(21)

(Y (Y = (cos(f) + 2sin(21))* = cos*(¢) + 4 cos(r) sin(21) + 4 sin*(21)

(x(O)* + (V(5))* = sin’(f) — 4 sin(z) cos(21) + 4 cos*(2t) + cos*(t) + 4 cos() sin(2r) + 4 sin*(21)
= sin’(f) + cos*(f) + 4sin’(27) + 4 cos?(21) + 4 sin(2¢) cos(r) — 4 cos(2¢) sin(r)
= sin?(¢) + cos*(1) + 4(sin(21) + cos?(2¢)) + 4(sin(2¢) cos(r) — cos(21) sin(?))
=1+4-1+4-sin(0)
=5+ 4sin(?)

Dus w(t) = /5 + 4sin(?).

sin(?) is maximaal 1 en minimaal -1.

De maximale baansnelheid is \/5+4 - 1=/9=3 m/s.

De minimale baansnelheid is \/5+4 - -1 =1/1=1 m/s.

Hoofdstuk 14
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f v(0)=\5+4sin(0) geeft a(r) = ﬁ 4cos(r) = %

2cos(m -
) _ 2 3 5k

O Fraam s

a =1 geeft P(-4,-4) en O(2, 5).
PO= Q2 —-4¥+(5—-4P=117cm
b x=-t+3oftewel r=-x+3
Dit geeft y = 3(-x +3) +2=-3x+9 +2=-3x + 11,
Een vergelijking van de baan van Q is y =-3x + 11.
€ Xp(1) =x(1) A ypll) = yy(1)
~2—3=<tt3A+t—6=3t+2
P=t=6=0A-2t—-8=0
(t+2)(1=3)=0A(t+2)(t—4)=0
(t=-2vi=3)A(t=-2vi=4)
t=-2
{x'P(t) =2u-2 {x’Q(t) =-1

V) =2t+1"" |y =3
dy 2--2+1 4
Voor de baan van P geldt [dx]::—z 2-2-2 7

dx]:=—2 -1
tan(a) = 5 geeft a =26,56...°

tan( f) =-3 geeft f=-71,56...°
a—f=9813.°

Dus de hoek tussen de banen is ongeveer 180° — 98° = §2°,

dy d
5]t
P

d
Voor de baan van O geldt [_v

dx dx 2t—-2 -1
6r—6=-2t—1
=5
=3

=§ geeft het punt (- 32 _422)
2t
e vyl)= (2t+ 1) geeft ap(f) = ( )

2y (2
valf) L a (1) geeft (2r+ ) (z)gO
4r—4+41+2=0
8r=2
1 =1 geeft het punt (-3, -515).
f yu(t)=0geeft?+t—-6=0
(t—2)(t+3)=0
[(=2vi=-3
t =2 geeft het punt (-3, 0),

V2) = @ : g . f) = @‘) en vp(2) =22+ 52 = 29 em/s

vp() = (2t =22 + 2+ 1P = AP -8t + 4+ 47 + 4t + 1 = 87 — 41 + 5 geeft
1 8¢—2
=" (1 =) =—=
AN vy v S AN v TR
16— 2

= =i \F = 55v/29 envs?
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Bladzijde 82
| a (1) =0 geeft cos(27) — sin() =0

1 = 2sin*(7) — sin(t) =0
sin®(7) + 5 sin(f) — 3=
(sin(7) + 1)(sin(t) — D) =0
sin(7)=-1 v sin(f) =1

tzf%n+k-2nvt=én+k'2nvt=%n+k-2n

OStSZ’thecfttz1%nvt=éﬂvt=%n

t=15m geeftx =-1
t=gmgeeftx=3+1/3
t=3mgeeft x=5-133

Dus op dit tijdstip is xp, =1 +1./3.

x(1) = y(¢) geeft sin(27) + cos(2¢) = cos(21) — sin(?)

sin(2¢) = -sin(t)

2 sin(f)cos(t) = -sin(f)
sin(£) =0 v 2cos(r)=-1
t=k-mvcos(t)=-1

t=k-mvi=in+k-2nvi=-3n+k 2z

0<t<2mgeeftt=nvi=3invi=I3m

t=21x geeft het punt (-1 — /3, -1 = 1/3)
t=m geeft het punt (1, 1)
= 137 geeft het punt (-3 + 51/3, -3 +3/3)

{x(t) =sin(20) +cos(2) o {x’(r) =2 cos(2t) — 2 sin(2)

¥(t) = cos(2t) — sin(?)

v(t) = /(2 cos(2£) — 2 5in(2¢))> + (-2 sin(2¢) — cos(r))?

v(1) =-2sin(27) — cos(r)

Voer in ¥, = /(2 cos(2x) — 2 sin(2x))? + (-2 sin(2x) — cos(x) ).

De optie maximum geeft x = 2,62 en y = 3,77,
De maximale snelheid van P is ongeveer 3,77.
- 2005(0)—2sin(0))=( 2)

v{(0) (—2 sin(0) - cos(0)) ~ \-1

2cos(2m) — 2 sin(2rr)) _ (/12)

v(m) = ( -2 8in(2x) — cos(x)
2

N
Dus Z(v(0), v(m)} = 53,1°.

2
sin(7)

sin(f) = % geeft OB =

¥ Xp="——+°*
cos(f) = é geeft x, = OB cos(r) sin(?)

Hoofdstuk 14
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B e
C
M
C A P
f [=]
0 G

ZGOB=1geeft AMOA=1n—1t
AOAM is gelijkbenig, dus ZMAO = ZMOA=1n—1.
Hoekensom drichoek in AOAM geeft ZOMA=n— (3n—1)— (31— 1) =21,

cM_1=ve N
e =1—-vpgeeftvp=1—cos(LOMA)

Dus yp=1 —cos(21).
c y= % geeft 1 — cos(2¢) =%
cos(2) =1
A=in+k-2mv2U=-in+k-2n

t=tn+k-nvi=-tn+k-n

cos(LOMA) =

O<t<mgeeftt=tnve=3in
2cos(%n) 2 %ﬁ 5

t=¢m geeftx =—— 1 3
singm) 3
2cos(Cm)y 2--3/3
f:%'fc geeftx =—; 56 )= 12\/_=72\/§
sinGm)
CD=2\3--23=4,/3
~ 2cos(?) .. sin(z) - -2sin(f) —2cos(z) - cos(r) -2
a JXO° sin(f)  geeftd” @ sin’(f) sin’(7)
w(y=1—rcos(2r) V(1) =2sin(2r)
=2

t =t geeft v(zm) = (%? =(8) dqu=(\/§)
e G-, 1) \ah 4o \s )

X 3+8y=c}6=2\/§'\/§+8';—=10

door (24/3, %)
Dus k: x+/3 + 8y = 10.
0 2 cos(?) ] 8
xX(1)=— : iny=——— - =
- ) sin(f) invullen in y =7 geeft 1 —cos(2/) 2cos(D) V2
w()y=1—rcos(2r) i
sin(t)
. 8
(1= 2 =
1 —(1—2sin“(7)) 4cos(l) .
sin’(z)
28in’(r) = 2
cos(7)
sin(f)

2 cos*(f) + 2 sin’(1) =2
2(cos*(f) + sin’()) =2
2 1=2

Dit klopt voor elke ¢, dus voor de baan van P geldt y(x) = ﬁ
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8 0—-8 2x -16x
f y(x)g 2+4geeﬂ]’(x)M(2+4)2 (2+4)26n

(P AR 16 —-16x 203 +4) * 2x  -16(2+4)+64x2 482 — 64

) (2 + 4yt O (@H4P (244
V"(x) =0 geeft 48x* — 64 =0
487 = 64
.
3
x=33vx=-3f3
24

x=3%/3 geefty = 2 =17enx=-3/3 geefty=1.

4 T4+ 12
. 2 1
Dus de bulgpunten zijn (/3. 13) en (-34/3, 13).

Diagnostische toets

Bladzijde 86
| Zie de figuur hicrnaast. y
A heeft massa 9.
B heeft massa 6. 6
C heeft massa 10, . P g L
D is9+6+10=25. ==
#e_ t(l)tale massa is 9+6 JO 25 = =
z=59at+t6:-b+10-c) |4
el 2 4;_ 5% 7
—59‘2“'6' : +10- 5 | 5
1 18) (27) (55)) L 5 A
23 ((18 6) 50 /
_1_(100)_(44) iy o<
=33 - 2
5 \74) 2% B}
0 i 2 3 4 5 6 7 8
) I Y ) S
— > . (11} -1} _{12 — —
A AB=b-a=|,|-|,]=|5 , dus |[AB| =122+ 52 =13,

0= 4-(3- () el o=

s s s B (3-(2)- ()32
3

+t(11)

1

-2
R, =T;p= (5) dusm: 12x+5y=c¢
m door (3(-1+11),5(-2+3))=(5,7)
m snijden met b geeft 12(-1 +37) + 5(-2+ 111) = 623
-12+ 36t — 10+ 55¢ = 625
91 =845

_13

=1
t=Pgeeftx=-1+5-3=1geny=-2+3-11=83.
Dus S(135, 8-5).

}m: 12x+ 5y = 623
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Alternatieve uitwerking

- = = (11} (-1 12 - 5

Pi=b—d =(3)—(_2)=(5), dus nAB=(_12) enAB: 5x— 12y =19,
- — - _4 _1 _3 = 4
rAC=c—a=(2)—(2)=(4), dus nAC=(3) en AC: 4x + 3y =-10.
P(x,vyopbend(P, AB)=d(P, AC) geett

|5x — 12y — 19| 3 |4x + 3y + 10|

V169 25
|5x—12y = 19] [4x+3y + 10|
13 - 5

13- |4x+3y+10/=5"+|5x— 12y — 19|

13(4x + 3y + 10) = 5(5x — 12y — 19) v 13(4x + 3y + 10) = 5(-5x + 12y + 19)
52x + 39y + 130 = 25x — 60y — 95 v 52x + 39y + 130 =-25x + 60y + 95
27x +99y=-225v7TIx—2ly=-35

3x+1ly=-25v1lx—3y=-5

Uit de figuur dic bij de situatic hoort, volgt b: 11x — 3y =-5.

R, == (152), dus m: 12x+35y=c¢
m door (3(-1+11),5(-2+3))=(5,3)
m snijden met b geeft het punt S.

m: 12x+ 5y =623

12x+ 5y =621 3‘0ﬁewel 36x+ 15y = 1875
llx—3v=-5 |5 55x— 15v=-25 5
91x= 162
=l 12 11+ 5p=62}
12c+5y=625f ~ M T T
212+ 5y =621
5y=41ﬁ
=%

Dus S(13, 8-).

Stel M(3p, p) is een punt op m.

2+3p- 3p—2:p+8
d(M»k)=d(MJ)geeft‘ p—pl_13p-2-p+8

V3 NE
|5p| = |p + 8]
Sp=p+8viSp=-p—8
dp=8vop=-8
p=Evp=-l3
p=2 geeft M,(6,2) en r, =d(M, k)=M=£=2\/§
1AM 1 12 5 \/g "

Dus ¢: (x = 6)* + (v —2)*=20.

5.
=1} geeft M, (-4, -15) en r, = d(M,, k) = =21l /5
P 1g 2( 3) > ( 2 ) \/g \/5 3\f

Dus ¢,: (x + 472 + (v + 132 =85,

a Zie de figuur hiernaast.
Stel de straal van d is gelijk aan r,
Danis NP=5—r, MP=4—ren MN=r + 4.
De stelling van Pythagoras geeft
NP?+ MP?=MN?
(B—rP+@—rP=(r+4y
25 —J0EP 16 —~BrHR = P BB
?=26r+25=0
(r—D)(r—25=0
r=1vr=25(vold. niet)
Dus N(1, 1) end: (x— 1P+ (y—1)*=1.
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b Stel het middelpunt van cirkel e is 0.
Stel I: v=ax + b oftewel  ax —y + b =0.

3a—3+b
A0, 1)=3 geeft%ﬂ'ﬂ oftewel [3a—3+b|=3a+ 1.
a
|5a— 4+ b|

d(M, 1) =4 geeft _2+ — =4 oftewel 5a—4+b| =4+ 1.
a

Hieruit volgt 3 - |Sa —4 +b|=4 - |[3a—3 + b|
|15a— 12 + 3b| =|12a — 12 + 4b|
15a—12+3b=12a—12+4bv 15a— 12+ 3b=-12a+ 12 — 4b
3a—b=0v27a—24+7b=0
b=3av27a—-24+7b=0

b=3ainvullen in [3a — 3 + b|=3\/a® + | geeft|3a—3 +3a|=3/a®+1
|6a—3|=3\a*+1
2a—1]= /> +1

4 -4a+1=a>+1
3a—4a=0
a(3a—4)=0
a=0va=§
a=9geeft de raak}ijny=0_. ) .
a=3geeft b=3 - 3=4 en dit geeft de raaklijn y = 3x +4.
Dus/iiy=0enl:y = 1%x+4_

a y=ax+ 2 substitueren in (x — 3)’ + (v — 2)> =4 geeft
- =4
X2—6x+9+axr=4
(@+1)x*—6x+5=0
D=(-62—4-(a*+1)-5=36—20a>—20=-20a>+ 16
D >0 geeft 204> + 16> 0
-20a* >-16
a?<3
45 <a<3
b /:y=3x+boftewel :x—2y+2b=0
Van c is het middelpunt M(3, 2) en de straal » = 2.
13— 4+ 25|
—>2
NG
-1 +26|>2./5
-1 +2b<-2{5v-1+2b>2.5
2b<1-25v2bh>1+2\5

b<i-\Bvb=1+5

d(M, [)>2 geeft

Bladzijde 87
a. glr— R+ (p—2P=25
= 12x+36+32—4y+4=25
X+yt—12x—4y=-15
c, en ¢, snijden geeft de punten 4 en B.
x>+ =35
{Jc2+y2 —12x—4y=-15
12x +4y =20
3x+y=5
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y=-3x+ 5}

Bt X+ (-3x+57=5

X +0%% — 30+ 25 =3
10x* = 30x +20=0

x=3x 2=
(x—1)}x—2)=0
x=1vx=2
x=2eny=-3x+5 geeft het punt B(2, -1).
b Zie de figuur hiernaast met O het midden van lijnstuk AP y =
en NQ loodrecht op £,

De stelling van Pythagoras in drichoek ANQ geeft
NQ= /5~ 2520 = |25 - 12} =12} =24\2. ,
Dus d(N, k) =23/2. )
k:y=ax+bdoor A(1, 2) geeft a + b=2 oftewel b=2 —a. /\QM J
Dusk:y=ax+2—aoftewel khax—y+2 —a. k
6a—2+2—ad
Jai+1
|5a|=21\2a* +2
2562 = 65 (2a* +2)
25a% =123a% + 123
125a2=121
at=1

a=1lva=-1
a=1geeftk:y=x+1lena=-1geeftk,,y=-x+3.

d(N, k) = 23\/2 geeft =252

Een parametervoorstelling van ¢ is x =6 + 4cos() Ay =4 + 4sin(s).
Het midden Q van P(6 + 4 cos(), 4 + 4sin(f)) en A(-4, 2) is

Q(% (6 +4cos(r) —4), %(4 +4sin(r) +2)) = O(1 + 2 cos(?), 3 + 2sin(1)).
Dus Q ligt op de cirkel (x = 1)>+ (v —3)? =4,

xH=¢r x(H=2t
{y(t) ——p+32+9r &M {y’(t) =-32+61+9

Raaklijn evenwijdig met de x-as, dus (1) =0 Ax(1) £0
3P +6t+9=0A2t£0
P=2t—3=0At#£0
(t+1)t—3)=0A1#£0
(t=-1vi=3)nat#£0
t=-1vt=3

t =-1 geeft het punt (1, -5) en r = 3 geeft het punt (9, 27).

Dus de raaklijn is evenwijdig met de x-as in de punten (1, -5) en (9, 27).

Raaklijn evenwijdig met de v-as, dus x (1)) =0 Ay (1) £0
t=0At£-1At£3
t=0

t = 0 geeft het punt (0, 0).
Dus de raaklijn is evenwijdig met de y-as in het punt (0, 0).

b =2 geeft (fg%) = (_3 . 222-0-‘62- 24 9) = (g), dus 1, = (_94)

t=2 geeft 4(4, 22)
=AY o § ol s BB
A(4,22) }c—9 4—-4-22=-52
Dus k: 9x —4y=-52.

¢ x=9geeft’=9

(=-3vit=3
Zie vraag a, t =3 geett een horizontale raaklijn.
B V(3 36
= 3 geeﬂ rcmaklijn - xr(_s) - _6 -

tan(p) = 6 geeft p = 80,5°
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt, is ¢ ~ 80,5°,
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d 17(1)—(_3_(_1)22;61'_1+9)=(02)geeftv(l)— 2P +02=2

De baansnelheid in Cis 2 cm/s.
W(1) = (20 + (-3 + 61+ 9)2 = 42 + (-3 + 61+ 9 en

1
=v(H = w +2 - (-32+ 61+ vof L
a(t)y=vr) PN/ TEYE T (8¢ (-3 +061+9) (-6¢+6))
1 -8

1
-1 = . 78.5_2. 73_6+9 . 6+6 = 78.1-2.0.12 =—=-2
a(-1) 24+(—3—6+9)2( ( ) (6+6)) 2r4( )=
Dus de baanversnelling is -2 cm/s.

= x(1) =sin(21) x(£) =2cos(2r)
| 4 {y(r) = ¢+ cos(d) BT 15 = 1 — singy)
Raaklijn evenwijdig met de x-as, dus y (1) =0 Ax(1) £0
1 —sin(f)=0A 2cos(26) #0
sin(t) =1 A2t#£in+k
t=%:rc+k : 2TEAI?EJTT[+IC‘%'E
tin [-m, 7] geeft r=5m
t= %n geeft het punt (0, %n).
Dus de raaklijn is evenwijdig met de x-as in het punt (0, 7).
Raaklijn evenwijdig met de y-as, dus x (1)) =0 Ay (1) £0
t=in+k-Imat#intk-2n

tin[-m, m] geeft i=-3nvi=-Invi=invi=in

|-

t=-im geeft (1, 3w —5,2)
L= *iﬂ geeft (-1, ,41“ + %\/5)
_ 1 1 1
t=gmgeeft(l,zm+ 5\/5)
t=3m geeft (-1, 31~ 3y2)
Dus de raaklijn is evenwijdig met de y-as in de punten (1, 37— 31/2), (-1, 37+ 5/2),
(Lim+3\2) en (1,37 -35\2).
b v(t)=/(2cos(20))* + (1 —sin(7))?
Voer in v, = /(2 cos(2x))* + (1 — sin(x))?.
De optiec maximum geeft x =-1,57079... en y = 2,828...
x(-1,57079...) = 0 en ¥(-1,57079...) =-1,57079... = -3=

Dus de baansnelheid is maximaal in A4.
Marijke heeft dus gelijk.
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15 Afgeleiden en primitieven

Voorkennis Lengten van lijnstukken

Bladzijde 91

f(x)="7% geeft 8 /x —2x =73
8\x=2x+7}
16\x=4x+15
256x = 16x> + 120x + 225
l6x* — 136x +225=0
D=(-136)>—4 * 16 - 225=4096
L_136+64 _136-64 _

.
g avE=T g 2

I

Dus EF = 65— 25=4.

Bladzijde 92
Rechts van het snijpunt van de grafieken ligt de grafiek van g boven de grafiek van £
dus geldt dan CD = g(p) — f(p).
CD =8 geeft p—3—(8\Jp—2p) =8
p—3-8p+2p=8
3p—11=8\p
9p* — 66p + 121 = 64p
9p*—130p+121=0
D=(-130-4-9-121=12544
J130+ 12 ae o 130112
18 ? 18
p = 1 voldoet niet, dus p= 13;1.

1

a A0,4d)enk:yv=-4
f(x)=-4 geeft 5> —2x— 4 =-4

e
3x(x=4)=0
x=0vx=4

Dus B(4, -4).

g(x)=-4 geeft-;x2 +3x —4=-4
35X +3x=0
X(x+12)=0
x=0vx=12

Dus C(12, -4).

A(0,-4)en B(4, -4) geeft AB=4-0=4
B(4,-4)en C(12,-4) geeft BC=12—-4=8
Dus AB:BC=4:8=1:2,
b DE=8,dus |f(p)—g(p)=8
372~ 2p— 4 (hpP+3p-4) =8
5P =24+ -3p+4=8

37~ 5p| =38
& =5p= 8 = 8p=-8
= 5p—8=0 vipt—5p+8=0
D=(-572-4:3--8=49  D=(-5P-4-3-8=1
=z + —
RO Rk SOV Tt MUY RV el RSP bk R

—
[ L

L
2

1 1
Dus DE =8 voor p=-l3vp=23vp=4vp=8.

[ e
-
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a f(x)=xe"geeftf(x)=1 e"+x-e'=e"+xe
b f(x)=0 geefte’+xe*=0

e(1+x)=0
x=-1

| 1 |
fE ==, dus A(—l, —e) en ki y=-=.

.1 T 4
2(x) egeefth | o

e l_L,l> W P, I
A( 1, e)enB(2 20 o geeft AB =5 %

¢ f(p)—glp)=1geeft pe—(2p—1)=

pe’ —2p+1=1
pef —2p=0
P’ =2)=0
p=0wvef=2
p=0vp=In(2)

15.1 Lijnstukproblemen

Bladzijde 93

b yz=f(p)=¢’
ye=g(p)=e""?
yg :yC’ dus ep B c3P_ 3.
Dit geeft p=3p—3
-2p=-3
|
r=lz
¢ q=f(p)=f(1)=ct=ce
a Vermenigvuldigen van beide leden van e” = 3e ¥ met e¥ geeft e = 3.
b on® = (gh®yt= 3
Bladzijde 94

AB :BC=1:2 dus BC =248,
AB=xz=p
Xc=AC=AB+BC=AB+24B=34B=3p

Stel x; = p, dan is x. = 2p.
f(p)=/(2p) geeft 6pe? =12pe™

g=f(p)=/(Un(2))=6In(2) - "> =6In(2) - 2 =3In(2)

6p=0vel=2e?
p=0 v er=2
vold. niet p =In(2)

Stel x5 = p, dan is x- = 3p.

S(p) = g(3p) geeft In(p) =In(3p - 3)

p=3p—3

-2p=-3

p=13
q=1(p)=f(13) =In(13)

Hoofdstuk 15
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b ye=f(r)
ye=8r ¢ f(r=2" g
Yr=2"yg
f(r=2-g(r) geeft In(r)=2 - In(r — 3)
In(r) = In((r — 3)2)
r=(r—3)>*
r=r*—6r+9
P=Tr+9=0
D=(-7*-4-1-9=13

7+/13 F=of18
r= 2 vr= 3

vold. niet

Dus r=3L+1/T3.

a g=f(p)=g(p+3)geeftin(p)=2In(p+3)-3
Voer in y, =In(x) eny, =2In(x + 3) - 3.
De optie snijpunt geeft x = 0,67 en y =-0,40 en ook x = 13,41 en y = 2,60.
Dus ¢ =-0,40 v g = 2,60.
b f(x)=g(x) geeft In(x) =21n(x) — 3
In(x)=3
x=¢
Dus S(e’, 3).
¢ CD=g(nN—f(N=2In(r)—3—In(r)=In(r)—3
CE=f(r)=In(r)

cp In(r)-3
CE  In(r)
3
In(H-3 (-3 () 1-0
e el e e 1 1

Dus deze grenswaarde is 1,

Bladzijde 95
a f(x)=sin%(x) — scos(x) geeft f(x) = 2 sin(x) cos(x) + 3 sin(x)
£(x) =0 geeft 2sin(x) cos(x) + 3sin(x) = 0
sin(x)(2 cos(x) +3) =0
sin{x) = 0 v cos(x) = 1]7
x=k-mvcos(x)=-;3
x=k-nmetxin[0,2n] geeftx=0vx=nnvx=2n
flmy=1, dus T(n, ;) en k: x = .
Voor symmetrie in £ moet gelden f(m — p) =f(n + p).
flr = p) = sin’( — p) — scos(m — p) = (sin(p))* + 3 cos(p) = sin’(p) + 3cos(p)

S(r+ p) =sin’(n -+ p) = seos(n +p) = (=sin(p))? + cos(p) = sin’(p) + Feos(p)
f(m—p)=f(n+p), dus de grafiek van fis symmetrisch in £,

b d(T, AB)=f(x;+3) ~yy=f(n+3)—5=sin’(x +3) —zcos(n +3) —3=0,17

a Stelxz=p, danisx.=p+2.
Sp)=g(p+2)geeft 3?=10-37
2:-3=10
¥=35
g=flpy=3F=5
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b Stel x;=p, danis x. =2p.
f(p) = 2(2p) geeft 37 =10 — 3% 2
377 243-10=0
3237 +37-10=0
L3 +30-10=0
S(37r+37-10=0
Stel 37 =u.
]§u2+u— 10=0
W +9u—-90=0
(u—6)(u+15)=0
u=6vu=-15
¥=6v3ir=-15
g=fipy=3=0
¢ g(r)=2-f(r)geeft 10—32=2.3"
10-32-3=2-3

o= |-

10—5+3r=2+3
25-3=10
3 =45

r=>log(415)

Ya Vg
g, =—=—
X, Xg
Stel x, =p. Danisy, =p>—5p+6.
Uit O4 : AB=1:5 volgtx, = 6x,.
Dit geeft x, = 6p en y,=36p*> —30p + 6.

Y4 Vr pPP=5p+6 36p*—30p+6
== peeli =

Xy Xy » =
6p° = 30p+36  36p*—30p+6
6p 6p
6p*—30p+36=36p>—30p+6
30p° =30
=1
p=1lvp=-1
1514
p=lgeeftrcszizwz2
X4 1

By EDS0 =] B
p=-1 geeft rck=xi=”f=
A

Bladzijde 96
a f(x)=3x°—2x2+3x +4 geeft /(x) =x* —4x + 3
S (x)=0 geeftx>—4x+3=0
x—D(x—-3)=0

x=1vx=3
f(1)=55enf(3)=4
Dus A(1, 5%) en B(3, 4).
b O4=\12+(52 =543

OB=/3>+4=5
—nl _ 1l L _ A2 _~l
p=2zgeefty,=13+2:=33ceny,=23

A(1,33) en B(3,28) geeft AB=1/(3— 1+ (24 -33)?= 2,40
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£,(x) = p +sin(x) geeft f,(x) = cos(x)

1,/(x) =0 geeft cos(x) =0
x=in+k-'m

Dus A, p+ 1) en B(1in, p— 1).

04 = OB geeft O4* = OB?
GRP +(p+ 17 = (1307 +(p =17
I+ pr+2p+1=2m + p2 = 2p+ 1

4p = 2n?
L9

P=3T

Bladzijde 97
3x2+10x—3
g,(x)= I geeft
bﬂ=(ﬁ+4)'wx+1®-wiﬁ+10r-$‘2x=eﬁ+10ﬁ+24x+4o—6ﬁ—2oﬁ+6x=—un2+mk+4o

gp (x?. + 4)2 (x?. + 4)2 (x?. + 4)2
g,/(x) =0 geeft -10x* + 30x + 40 =0

X*=3x—4=0

(r+Dix=4=0
x=-lvx=4
g,(-1)=-2-peng(4) =4;—p, dus C(-1,-2 —p) en D(4, 45— p).

OC = OD geeft OC* = OD?
(1) +(2=py =4+ (4;-py
1+4+4p+p2 =16+ 187 — 83p +p?
125p =29+
P=23

fo= -0,03x* + 0,08x* + 0,48x% + p geeft j;’(x) =-0,12x> + 0,24x> + 0,96x
1, (x) =0 geeft -0,12x* +0,24x> + 0,96x =0
X =2x2—-8x=0
x(x*—2x—8)=0
X(x+2)(x—4)=0
x=0vx=-2vx=4
£(-2)=08+penf,(4)=5,12+p, dus A(-2,0,8 + p) en B(4;5,12 + p).
OB =204 geeft OB*=404*
42+ (5,12 + p)? =4((-2)* + (0,8 + p)»)
16 +26,2144 + 10,24p + p*> = 4(4 + 0,64 + 1,6p + p?)
16 +26,2144 + 10,24p + p> = 16 + 2,56 + 6,4p + 4p°
-3p7 +3,84p + 23,6544 =0
pPP—1,28p—7.8848=0
D=(-1,287°-4-1--7,8848 =33,1776

1,28 +5,76 1,28 = 5,76
p=T—g TdRvesT——

vold. niet

=224

Dus p=3,52.
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a filx)=

sin(x)
Ji(x) =0 geeft cos(x) =0
x= %:rc +k'm
Dus x, =37 en x, = 157,
1 1

1 1
FT) = =—=1,dus AGmr, 1).
KGm = o= G, 1)

1 1 1
1i7) = =-—=-1, dus B(15m, -1).
Sllzm) sin(l%n) -1 (13 )

4B =\[(Gm—Jnp = (1= 1P =372

sin(x)

b j:,(x) = geeft

P —cos*(x)
(p — cos’(x)) * cos(x) — sin(x) - ~2cos(x) * —sin(x)  pcos(x) — cos’(x) — 2sin’(x) cos(x)
(p— cos?(x))? B (p— cos’(v))?

f, )=

peos(zm) — cos’(3m) — 2sin2(3m)cos(sm) pr0—0°-2-12-0
21 2 = — 02 =—-5=0
(p—cos’(zm)) (p—09) p
Dus de raaklijn van de grafick van f, is horizontaal in het punt £,
1 1 11
—_—— E = —
-0 p dus (zn, p)

OC =T geeft OC* =n*
1

12
OF2 = l_nz_,_(_) =Llp2q =
Gm ) Tt 2

Uit 0(0, 0), C(x, 0) en x, = 7 volgt OF = CE.
OC = OE geeft OC* = OF*

5,Gm) =

¢ [Gm=

1 3
F
4
2T
P
2 __2
p—3n\/§vp_ 3K\/§
vold. niet
3T om
d Or=[1|enEC=| 1
p P
1 1

s = E’Jt 5?1’

OF -EC=0geeft| 1] | 1|=0
p P
lnz_L:O
4 p2

1
1
L
4
2] =
P 3
2. 2
p it p P
vold. niet
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Alternatieve uitwerking
Uit OFE = CE (zie c) en Z(OE, CE)=90° volgt ZCOE = ZOCE = 45° (gelijkbenige
rechthoekige drichoek), dus re,; = 1. Hicruit volgt xz =y,

11
=

p
_2
7=

15.2 Optimaliseringsproblemen

Bladzijde 99
o L=y, ~ys=F(p)~ep)=\2p~1p
b Voeriny, =2x—ix
De optie maximum geeft x = 2.
Voor p =2 is de lengte van lijnstuk 4B maximaal.

Bladzijde 100

a L=2cos*(p)—sin(2p) +1=cos(2p) + 1 —sin(2p) + 1 =2 + cos(2p) — sin(2p)
p=1imgeeft L=2+cos(13n) —sin(13m)=2+1/2--32=2+2
Het maximum van L is 2 + /2.

b Manier 1: sin(2p) =-cos(2p) Manier 2: sin(2p) =-cos(2p)
sin(2p) = cos(2p + 1) sin(2p) = cos(2p + )
sin(2p) = sin(2p + 13x) cos(2p —17) = cos(2p + )
enzovoort enzovoort

Bladzijde 101

o L=f(p)—gp)=\ep 12— (p+2)=Jep+12-p-2

ad__ 1 s -3 4
dp 2{6p+12 Jep+12

=0geeﬁ#—1:0

Vep+ 12

3

1
\ep +12
Jop+12=3
6p+12=9
6p=-3

_ 1
pP="3

[~

-2 il ) 4
2

De maximale waarde van L is \/6 - -3+ 12 —-3—2=13.

dr
dp

D
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L=AB=f(p)—g(p)=ssin(2p) — (cos(p) — 13) = $sin(2p) — cos(p) + 15

ge =1 cos(2p) - 2 +sin(p) = cos(2p) + sin(p)

=0 geeft cos(2p) +sin(p) =0
cos(2p) =-sin(p)
cos(2p) =sin(p + )
cos(2p) =cos(p + %:rc)

SIS

p=p+in+k-2nv2p=-p-in+k-2n
p=in+k:2nvip=-in+k 2x
p=%n+k'2ﬂvp:*£n+k‘§n
pin[0, 2x] geeftp=1invp=1linvp=1ix
L

o %n 11511 1%11: 21

De maximale lengte van AB is
1sin(2 - 15m) — cos(lim) + 1 =1sin(23n) — cos(Iim) + 13 =3 - 5\3+5 3+ 15=2,3+ 13,

y
B
;
CL— g
/ X
%/D
x=p
L=CD=f(p)—g(p)=In(p*+8)—p
32
db__L_5p -2
dp p*+8 p+38
. 2
Voermylzm— ;
De optie nulpunt geeft x ~-1,36,
L
|
|
|
|
|
I
!
-1,36 O P

Dus de lengte van lijnstuk CD is maximaal voor p ~-1,36.
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a Voor fgeldty = e, dus voor iV geldt x = e,
x=e geeft e =x

57 = In(x)
y=2In(x)

b y=2lIn(x)—Yemyas3d oy =2n(ix), dus g(x) =2In(x).
L=AB=f(p)~g(p)= e’ ~2In(p)
Voer in y, = e —2 In(ix).
De optie minimum geeft x = 1,71 en y = 3,48,
Dus de minimale lengte van het lijnstuk 4B is ongeveer 3,48.

Bladzijde 102
a f(x)=>5xe"geeftf(x)=5¢"+5x-e"=(5x+5)¢c"
fx)=0geeft 5x+5=0
5x=-5

x=-1

min. is f(-1)=5 -1 - ¢’ =§

Dus Bf= [—%, —)).

b g(x)=35x"¢" geeft g(x) = 10x - "+ 5x% - e"= (5x> + 10x) &
g'(x) =0 geeft (5x> + 10x)e"=0

522+ 10x=0
Sx(x+2)=0
x=0vx=-2
y
g
I
I
I
|
I
. X
<2 (o]

. L5 20
max.is g(-2)=5- (-2)* - e? ==

e
min, is g(0)=5-0>-¢"=0
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T
L=AB=g(p)~f(p)=5p*e’ = Spe’ = (5p* ~ 5p)e’

G=(100=5) ¢+ (52 = 5p) - 0 = (57 + Sp = S)er

=0 geeft (5p*> +5p—5)e’=0
5P +5p-5=0
pPrp=1=0
(Etgf-g—1=0
fo+gf=g
pri=iysvp ity

SIS

vold. niet

p

J-10

Dus de lengte van het lijnstuk 4B is maximaal voor p=-1—1./5.
d L=CD=f(q)~glq)=5q¢? —5¢*e

Voer in y; = 5x¢* — 5x? ¢,

De optie maximum geeft x = 0,618 en v = 2,190,

De maximale lengte van het lijnstuk CD is ongeveer 2,190.

a De kettingboog door (0, 10) geeft 3a(e” + ¢ + b =10
la(l+1)+b=10
at+b=10
b=10—a

De kettingboog door (10, 0) geeft fa(e” +¢ ) +h=0
b= féa(e%u +e)
Voeriny, =10—xeny,= —%x(fsg +e ).

De optie snijpunt geeft x =-6,1875... en y = 16,1875...
Dus a =-6,188 en b = 16,188.
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b yp:mx2+n _
door (0, 10) }” 9

2
ﬁgor”("fo;o} m - 102+ 10=0
29 oom=-10

m=-0,1
Dus y,=-0,1x* +10.
Het verschil tussen y, en y, is

[y =, | = [-3,0937... - (e + ") + 16,1875... — (0,12 + 10),

Voer in v, =|-3,0937... - (¢7= + ¢ =) + 16,1875... — (-0,1x> + 10)|.
De optie maximum geeft x = 7,1448... en y = 0,5005...
Dus het maximale verschil tussen y, en y, is ongeveer 50 cm.

@ yo=f@)=\5-4=1
00=\2+12=\5
b yo=f(p=\5-2p
L=00=\x5+yG=\a* +(V5- 207 =g’ =24 +5
¢ Voeriny = x*—2x+5,

De optie minimum geeftx=1eny=2.
De minimale lengte van het lijnstuk OQ is 2.

Bladzijde 103
a A:ngeeft
d4 1 P 5-2p p J—=3p
&L S—2ptp ————x2=5-2 =
dp PN = 7 P -2 5-20 \5-2» 5-2p
V5 s V5 B3 5 V15
b 3y5-2-3=3y5- *%\E:%‘E:?j‘—f%‘?:%\/ﬁ

a 00=xp= penPQ ye=fp)=+3-p
A=0(r0PQ)=5- 00 PQ=5p \3-p=5p\3-p

d4 { 1 3-p P 23-p)—p 6-3p
b =L . 3-p+ip- ol = - = =
g 2 VTP B 2 aB-p 4f3-p 4S-p
c g—ng:e’ft6 3p=0
oy “3p=-6
p=2
A
i
0 > s 7

De maximale oppervlakte van drichoek OPQis%-2-\3-2=1.
d OQ=xp=penPO=yp=f(p)=\3-p
In AOPQ is OP* = OQ* + PQ*

OP2 = 2_,_(\/_)2
OP2=p>+3—p
OP’=p’—p+3

L=0OP=\p>—p+3
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p— 1
L=\pPP-p+3 ft—= ) e i
e p —pT3gee & 207913 21 ,7_p+3

dL— — =
dp—Ogeeft2p 1=0

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

3

0 P
De minimale lengte van OP is \f(%)z—%+3=\/27%=\/141=-
Bladzijde 104
a A=0(A0SP)=3%-0S yp=2-4-pJ8-2p=2p\/8-2p
d4 L p  _28-2p)-2p 16-6p
==2+8-2p+2 -2=2\/8-2p
dp N N B-2  B-2
%=0geeftl6—6p=0
7 -6p=-16
P=2;
A
|
|
|
|
i
1
(@] 2% 4 P

De maximale oppervlakte van drichoek OSP is

N T R tIE e
Opmerking
Je krijgt de maximale oppervlakte als P de top is. Je kunt dus ook eerst y,,, berekenen.
b OS=xg—x,=4-pen PO=1,=/(p)=p\8-2p
0=0(s0SP)=5 0S - PO=3" (4=p) -pﬁ=<2p—%p2 \/87
- %pz

c ——(2 P) \B=2p+(2p—3p)" \/— 2=@Q-p)y8-2p \/8—2

_@2-p)8-2p) Zp—gp 16 —4p— 8p+2p2—2p+§p2_2§p—14p+16

J8-2p J8-2p J&—2p 82
_5p-28p+32
28— 2p

Q=Ogeeft5p2—28p+32=0

I D=(-28)’—4-5-32=144
_8+12_, o 28-12_ s
T Pm0 T
0]
I
|
|
|
|
!
@] 1% 4 P

De maximale oppervlakte van drichoek QSPis (2 - 13— - (13)2),/8 —2 - 12=4.21.
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Stel x, = p.
Dan is J"sz\/E-

A(4, 0) en P(p, p\lp) geeft AP= \/ (p=4P+(pp -0 =P —8p+16+p
Voeriny, =+x>—8x+ 16 +x°.

De optie minimum geeft x = 1,33 en y = 3,08,
Dus deze minimale lengte is ongeveer 3,08,

a Stelx,=p.
PQ=xp—xp=p—-p=2p enyP:?’—%p2
A=0(s0PQ)=5PQ-yp=5"2p (3 —3p)=3p—1p

%=3—1%p2
%:Ogeefw—l;pzzo
~L3pP=-3
p’=2
p=\2vp=-\2
vold. niet
A
|
|
|
|
|
|
|
|
l
!
0 Z 6

Dus de maximale oppervlakte van drichoek OPQ is 342 — 5(1/2)* =32 — 2 =2/2.

b OF=xdtybmgo B+ 9~ 3 pt =2t —2p5 40

Stel de lengte van OP is L.
-4
L=Wgeeft%=+.(p3_4p)=f’—p
' Dnfzpt—2p7+9 2Lt =2p2+9

%:Ogeeftp3—4p:0
i pp=4)=0

p=0vp’=4

p=0vp=2vp=-2

vold. niet

L

e .

|
I
|
|
|
|
|
o > %6 °

De minimale lengte van het lijnstuk OP is \3 - 24 —2 - 22+ 9=/5.
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Bladzijde 105
Stel AP =x.

20
D B
30
AP+ PD’'=20
AP=x x+PD=20,dus PD=20—x
PD'=PD

Tn AADP is AP? + AD* = PD?
X+ AD? = (20 — x)
X2+ AD? =400 — 40x + x2

AD? =400 — 40x
AD = /400 — 40x

O=O(AADP) =5 - AD * AP =5 - \/400 — 40x - x = $x,/400 — 40x

1
do | 1 1 3 (400 — 40x) 10x 200 —20x — 10x _ 200 — 30x
—=L1. /200 - 40x +ix ——— - 40 = - = =
dv ? 27 2./400 — 40x V400 —40x /400 — 40x V400 —40x  \/400 — 40x
%= 0 geeft 200 —30x=0
-30x =-200
x= 6%
@]

I

|

|

|

|

|

|

|

I

|

!
o] 62 x

Dus O is maximaal voor x = 63.

De maximale oppervlakte is 5 * 63 - /400 — 40 - 65 = 38,49 cm’,

a E 6 D
4 4
F o "] ‘"1 C
P
4 4
A 6 B
EP

In AFPE is sin{a) =
AE=2EP = 8sin(a)

1 dus EP = 4sin(a).
: FP
b In AFPE is cos(a) = VE dus FP=4cos(a).

O(AAEF)=% - FP - AE =1 - 4cos(a) - 8sin(a) = 16sin(a) cos(a)

¢ O(ABDE)=AB - AE=6 - 8sin(a) =48 sin(a)
(ABCDEF)=2 " O(AAEF) + O(ABDE ) = 32 sin(a) cos(a) + 48 sin(xx) = 16 sin(2a) + 48 sin(a)
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Bladzijde 106

a
cos(a) = Z—P geeft FP =4cos(a)
sin{a) = ﬁ;—P geeft EP= 4sin(a)
AE =2EP=8sin(a)
A=O(ABCDEF) =2+ O(AAEF)+ O(ABDE)=2 - 1 - 8sin(«) * 4cos(a) + 5 * 8sin(a)
= 32 sin(a) cos(a) + 40 sin(a) = 16 sin(2a) + 40 sin(x)
b il 16 * cos(2a) + 2 +40cos(a) = 32 cos(2a) + 40 cos(a)

da

dA

e 0 geeft 32 cos(2a) + 40cos(a) =0
32(2cos?(a) — 1) +40cos(x) =0
64 cos*(a) — 32 + 40cos(a) =0
gcosX(a) + 5cos(a) —4=0
Stel cos(a) = u.
8u> +5u—4=0
D=5-4-8--4=153

u= 5+1—\6/m=0,460... vu= 51—61533*1,085...
cos(a) =0,460... v cos(a) =-1,085...
a=1,092.. +k 2nva=-1,092...+ k- 2x

ain [0, 1] geeft a = 1,092...

A

63°.

De oppervlakte is maximaal bij a =1,092... - lio -
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Bladzijde 107
a Bij ZB=inis O(4BCD)=17=1.
Zie voor ZB = tr de figuur.

F
A 0

B
In ABCE is CE = sin(3x) =3/3 en DE = cos(3T) = 3.
O(ABCD)=2 - O(ABCE)+ O(AECF)=2 -3 -1\ [3 - 1+ (3\/3)*~ 1,18
b CE=sin(x) en DE = cos(x)
O(ABCD)=2 + O(ABCE)+ O(AECF)=2 - 1 - sin(x) * cos(x) + sin%(x) = sin?(x) + sin(x) cos(x)

(S]]

¢ A= O(ABCD)=sin*(x) + sin(x) cos(x) = sin’(x) + 3sin(2x) geeft

% = 2sin(x) - cos(x) + rcos(2x) - 2 =sin(2x) + cos(2x)
% =0 geeft sin(2x) + cos(2x) =0

sin(2x) = -cos(2x)

tan(2x) =-1

Zx=-jn+k-m

el sl
x=-gntk-sm
1 3
0<x<57tgeeftx=gn
A

|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(@] 3
i

Dus de oppervlakte van de vierhoek is maximaal voor x = %:rc.
A =sin%(x) + 1sin(2x) =1 — L cos(2x) + Lsin(2x)
De maximale oppervlakte is

1_1 i LAy L L, 1 Ll Ll L L1, 1 2
3—5cos(Gm) T sz =5—5 ' —3\2+3 2\/—_2+4 3+l a=t+lFm
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D C
T 2
R
1
1 P 2
H
A 0 B

In APRT is PR = cos(x) en RT = sin(x).
OP = RT =sin(x), dus OS = sin(x) + 2 en O(BCSQ) = BO - 0S=2 - (sin(x) + 2) = 2sin(x) + 4.
AQ = QR =sin(x) + cos(x) geeft
O(AQSD) = AQ - OS = (sin(x) + cos(x))(sin(x) + 2) = sin?(x) + 2 sin(x) + sin(x} cos(x) + 2 cos(x)
O = O(BCSQ) + O(AQSD) = 2 sin(x) + 4 + sin’(x) + 2 sin(x) + sin(x) cos(x) + 2 cos(x)
= sin?(x) + sin(x) cos(x) + 4 sin(x) + 2 cos(x) + 4
b Voer in y, = sin*(x) + sin(x) cos(x) + 4 sin(x) + 2 cos(x) + 4 en stel de GR in op graden.
De optie maximum geeft x = 65.
Dus de oppervlakte van rechthoek ABCD is maximaal voor x = 65°,

Bladzijde 108
a AB=1,dusin A4BP is AP = cos(a) en BP =sin(a).

ZOAC=180° —90° — a = 90° — u (gestrekte hoek) geeft

Z0OCA =180° —90° — (90° — &) = a (hoeckensom drichock)

AC=1,dus in AOAC is OC = cos(a) en OA = sin{a).

O(OPQC) = OP - OC = (sin(a) + cos(a)) + cos(a) = sin(a) cos{a) + cos*(a) = %sin(Za) + cos*(a)
b V=0(0PQOC)=1sin(2a) + cos*(a) geeft

% = %cos(Za) 2+ 2cos(a) - -sin{a) = cos(2a) — 2 sin(«) cos(a)
% =0 geeft cos(2a) — 2 sin(a) cos(a) =0

-sin(2a) = -cos(2a)
tan(Za) = 1
2a=gin+k-w
a=gn+k- 3xm
OSaiéngeeftazén
4

a
0] 1 1
gt Tl

Dus de oppervlakte van rechthoek OPQC is maximaal voor a = é—:rr.

a MN=T7+5=12
In AMNP is cos(x) = %, dus MP = 12 cos(x) en sin(x) = Al dus NP = 12sin(x).

12°
AP =AM+ MP =7+ 12cos(x)
BP=BN+ NP =35+ 12sin(x)
AB*= AP* + BP* = (7 + 12 cos(x))* + (5 + 12 sin(x))?
=49 + 168 cos(x) + 144 cos?(x) + 25 + 120sin(x) + 144 sin*(x)
= 120sin(x) + 168 cos(x) + 144(sin’(x) + cos*(x)) + 49 + 25
= 120sin(x) + 168 cos(x) + 144 + 49 + 25
=120 sin(x) + 168 cos(x) + 218
L=AB=/120sin(x) + 168 cos(x) + 218
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b L =20 geeft \/120sin(x) + 168 cos(x) + 218 = 20 oftewel 120sin(x) + 168 cos(x) + 218 =400
Voer in y, = 120sin(x) + 168 cos(x) + 218 en y, = 400.
De optie snijpunt geeft x =0,128... enx = 1,111...

° o
Dus ZPMN=0,128... - 152 =7° of ZPMN= 1111 - 15

¢ L=/120sin(x) + 168 cos(x) + 218 geeft
L — - (120 cos(x) — 168 sin(x)) = ——pr08() — B4 sin()
dx  2,/120sin(x) + 168 cos(x) + 218 120sin(x) + 168 cos(x) + 218
60 cos(x) — 84 sin(x)
V120sin(x) + 168 cos(x) + 218’
De optie nulpunt geeft x = 0,620...

Voeriny, =

. X
o 0,620...

x=0,620... geeft L =/120sin(0,620...) + 168 ¢0s(0,620...) + 218 = 20,60...
De maximale afstand tussen 4 en B is ongeveer 206 ¢cm,

15.3 Hellingen en buigpunten

Bladzijde 110
a | M
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1l
helling van helling helling van helling

N X

__//O

| \%
helling van helling helling van helling

AN

== a y

X
O /’
2
\ 3

0 X

<

¥

A

\

X
@]

FT f(x)=x+5e" geeft f(x) = 1 +5e">0 voor elke x, dus fis stijgend.
1) =1+ 1e¥ geeft f”(x) =2¢* > 0 voor elke x, dus f”is stijgend oftewel fis toenemend stijgend.

Bladzijde 112

1

4x\/;

D) f)=x+x=x+xigeeft f(x)=1+ixi=1+

1 " 1 _-qt
—F€n X)=—3X 2=-—

Omdat voor elke x> 0 geldt x 5> 0 en x 12> 0, is f/(x) > 0 en f”(x) <0.
Dus f'is een afnemend stijgende functie,
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T=20+80e"* geeft ar_ 80e%2 - -0,2=-16¢ %%

dt
dT__ —0,2¢ d (dT):__ A2, 5 — -0,2t
dt 16e ™ geeft — TP 16e 0,2=32e
dr d (dT
-0,2¢
Omdat voor elke 7 geldt €% >0, is —— i <0en dt( dt)>0'

Dus 7'is een afnemend dalende functie van ¢,
Het afkoelingsproces verloopt dus steeds langzamer.

S =(x>=-3)*-5)=x*—8?+15
f(x)=4x*—16x

f7(x) =122~ 16
F(H=4-16=-12<0
()=12-16=-4<0

Dus toenemende daling.

fix )— 1 geeﬂ
A @D 2-@et1) 2 2242 -4 2% _ 24— 2x+2
f(x) (xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2
@I (4 =2)— (22 -2 +2) - 2P+ 1) - 2
f’(x)i (x2+ 1)4
P DA —2) A2 — 2 +2)  4x3 — 22— 4y — 2 + 8x3 + 8x2 — 8x
- (2 + 1) (2 + 1)}
_ A+ —12x—2
(= + 1y
3= % <0enf"(-3)= —IH8 # 5::; Gl P 0, dus in 4 toenemend dalend.
P =21t042 0 04042 . b en0)= ‘”01# <0, dus in B afnemend stijgend,
fhH= =2 2% 2 % Oenf"(1)= w <0, dus in C toenemend dalend.
Bladzijde 113
a 100e %0 =50
oo =1
2

-0,012 = In(3)
0,012 =-1In(2)
#=1001In(2)

(=+/100In(2)=8,325...

Na 8,325... » 60 = 500 seconden is de helft weggestroomd.
b = 10000 - ~0,020= 200"
d (dV -0,012 -0,01# — -0,012 2 A-0,014 — 2 -0,012
T\ ar == ng =2 g WU 2002 =200 + 0,047 00 = (0,047 — 2) ™™

V

(=7 goeft & (‘;—t): -0,02<0
Op ¢ =7 1s V, de resterende hoeveelheid water, toenemend dalend.
Dus is 100 — ¥, de hoeveelheid water die uitstroomt, toenemend stijgend.

De uitstroomsnelheid neemt dus toe.
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Alternatieve uitwerking
Noem de hoeveelheid water die het vat uitstroomt f.
Op t=01is V=100, dus H=100— F = 100 — 100¢ %017,

d_H: -100 6-0.01!2 : *0,021‘ = 216_0'0“2

dr

% (%) =2 g0+ 2y « AL 0020 =2 W — 0,042 NE = (2~ 0,044 W0
_ d(dH)

t="7 geeft d[(dt>~0,02>0

Op t =17 is de uitstroom dus toenemend stijgend.
De uitstroomsnelheid neemt dus toe.

c % (‘;—D =0 geeft (0,042 —2)¢*'F =0
0,04 —=2=0
0,042 =2
=50
t=1/50
Vv

|

I

|

I

o 750 t

De uitstroomsnelheid is maximaal na+/50 - 60 = 424 seconden.

d [ﬂ] =8,577...
dr t- 50

De maximale uitstroomsnelheid is dus 8,577... L/minuut,

De helft van de maximale snelheid is 4,288... L/minuut.

Voer in y, = -2xe %' en y, = -4,288...

Voor x > /50 gecft de optic snijpunt x = 13,587...

(13,587... —\/50) - 60 = 391 scconden na het in ¢ berckende tijdstip is de uitstroomsnelheid
afgenomen tot de helft van de maximale snelheid.

FE)y=H—15>424x

F7x)=6x2 — 30x + 24

f7(x)=12x-30

[725)=0enf25)=-13; <0
y

Dus de grafiek van f gaat bij x = 25 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

De schets is nodig om te laten zien dat de grafick overgaat van toenemend stijgend naar
atnemend stijgend, en niet bijvoorbeeld overgaat van toenemend dalend naar atnemend dalend.
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Bladzijde 114
a f)=ax*—i¥3 -3 +4x+b
f(x)=4ax® —1x2 - 6x +4
') =12ax>*—x—6
f’(3)=0geeft 12a-3*-3-6=0
108£f=9

&=
f@) =152 = gx* =30 +Ax + b
fB)=5geefigz-3t—5 3 -3-32+4 -3+b=5
63 —41-27+12+b=5
b=173
¥

/"\(& .

/ 5 .

De grafiek van f gaat voor a =15 en b = 175 in A(3, 5) over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

b a=1 geeftf"(x)=x*-x—6

f(x)=0geeftx>—x—6=0
(x+2)x—3)=0

x=-2vx=3

(22 /\
\/

f(=2)=3, dus in het punt (-2, ) gaat de grafick van fover van toenemend stijgend naar afnemend stijgend.

10
f.;’(x) o xZ +p
Py )=(x2+p) “0- 10-2x= -20x
e 2+ p)? (2 py
Y (PP 20—-20x 22 +p) 2x (+p)c-20+20x 2 2
f}‘) ()= (xz +p)4 - (x2 +P)3
_ ~20x* —20p + 80x*  60x* —20p
@ +p (@Pp)
60 -4-20
j;”(2) =0 geeft —3p =
(4+p)
240 -20p =0
~20p =240
p=12
¥
: X
0 2

Dus voor p = 12 gaat de grafiek van f, bij x =2 over van toenemend dalend naar athemend dalend.
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4 0 f0)=p"+axyet geelt £, x) =2 ta) ¥+ 2 +ax) "= d +{a+2x +a)e*
£/-3)=0 geeft (9 —3(a+2) +a)e? =0

9-3a—-6+a=0
-2a=-3
aZI%
y
fiy
em— i x
5

Dus voor a = 13 heeft £, een maximum voor x =-3.
Ff@=0F+35+ 13)e"
() =0 geeft (x> + 33x + 13)e* =0
7 2+3ix+13=0
(x+3)x+3)=0

e =1
X=FNex=g

L. L

. Iy _ pr iz, gL, Iy b __ 1
min. 18 f,(-3) =((-3)*+ 13 )¢ =-3¢i=-——F¢
S =)+ 17" -3) 2 e

b f/(x)=(x*+(a+2)x+a)e geeft
£ =12+ a+2)F+ a5+ et linta)e =0 +a +d i+ 2a+ 2)F
L) =0 geeft (-4 —4a+4)+2a+2)e*=0
16—4a—16+2a+2=0

2a=-2
a=1
y
f
———————"'T-_-__-\ x
-4

Dus voor a = 1 gaat de grafick van f, bij x = -4 over van toecnemend stijgend naar
afnemend stijgend.

f2)= _% geeft 2ae? = _g
S =axet geeft f(x)=a - e™+ax : e - b=(abx+a)e™
f(-2) =0 geeft (-2ab+a)e®=0
2ab+a=0
a(—2b + l) = 0
a=0 v 2b=1
vold. niet b =3
_1 Ly 4 L4
b=3en-2ae*"=-—geeft 2q¢" =-
2 . :
2a=-4
a=2
f(0)=2xe™ en f(x) = (x +2) &* geeft
S =1 et (k2 e 5= ei* + Gx+ 1)e= Gx+2) erY
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f7(x) =0 geeft (3x +2)e=*=0

Ix+2=0

1 _——
7x=-2

x=-4

f(-4)=-8e2= —:—2

Dus grafick van f, , met top (—2, —%) gaat in het punt (—4, —%) over van toenemend

dalend naar afnemend dalend.

o}

b y=2x" geefty'=2px’ 'eny”=2p(p—1)x" 2
Afnemend stijgend als y"> 0 en y” <0.
V>0 geeftp>0
V' <0geeftO<p<1

Dus de grafiek van y = 2x? is afnemend stijgend voor 0 <p < 1.

Bladzijde 115
375 _315

TTiE

Omdat voor x> 0 geldt x>0 en x 32> 0, is y’<0 en y” >0,

Dus v is afnemend dalend.
x=25ehy=3 250 -5=3

125a=3
a=0,024

Dus y = 0,024x /.
¥ =0,024x"> geeft y'=0,036x° en y” =0,018x >

Omdat voor x > 0 geldt xi>0en x> 0,isy’>0en)” >0.
Dus v is toenemend stijgend.

Hoofdstuk 15

=375x 12 geeft y'=-562,5x 21 en v” = 1406,25x 3
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a
a H=——;oftewela=H"  Wo»
woz a=40- 75002 = 209

W=750en H=40

209
Wo2s.

b =200 geett ——=

Dus H=

_(210Y
W‘(zoo) =12

Het gevraagde gewicht is 1,2 kg.

— 210 _ 0,25 dH__ gL d (dH) 2,25
c H 77035 =210 geeft % 52,5W n g\ 65,625W
dH d (dH
. -1,25 2,25 Ponamiu = o)
Omdat voor elke W > 0 geldt W' >0 en W >0, is v <0en dW(dW)> 0.
Dus H is een afnemend dalende functie van W,
d& d (dE
0,4 ol 1,4 ol oo -2.4
E=aG"* geeft ——~ 4G 0.4aG " en e, (dG) 0,56aG
Omdat voor elke @ > 0 en G >0 geldt aG ' >0 en aG >4 > 0, 1s£ <0 eni(£>>0
dG dG\dG '
Dus E is een afnemend dalende tunctie van G.
a Neem 3d voor d in de formule L= %.
- @ .1 a
Je krijgt L= (3d)2 ok 0
Dus de geluidssterkte wordt 9 keer zo klein.
dz d dL) y
-4 _ 42 =243 an [ L&) = 4

b L= 7 ad * geeft — dd 2ad endd(dd bad

Omdat voor elke a >0 end > 0 geldt ad * >0 en ad * >0, is 8 <0 en i(g)>0

dd dd \dd '

Dus L is een afnemend dalende functie van d.
Dus als de afstand tot een geluidsbron toeneemt, neemt de afthame van de geluidssterkte af.

a-225°=108
108
2055

a- 107530 =1427
_ 1427
10753
108 1427
2257 2T 17537
De optie snijpunt geeft x = 0,668 en y = 2,906,
b=0,668 ena=2906 geeftA =2,906T0568

a A=al’
A=108enT=225
a=
A=aT?
A=1427 en T=10753

Voer in y, =

d4 d fd4\_ i
b A=291T geeft — a7 =1,94T en _dT(_dT)~ 0,647T
o d4 d (d4
Omdat voor T> 0 geldt 75> 0 en 75> 0, is de>Oen dT(idT><0'

Dus A is een afnemend stijgende functie van 7.
¢ 19,3030 AE = 2887728 800 km
A =12887,7288 geeft 2,91T° = 2887,7288
2887,7288
2,91
2887,7288\: :
= (Z,T) =312604...
1260,4...
365

=

Dus de omwentelingstijd is = 85,6 jaar.
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Bladzijde 116

720 km/uur is 720 =200 m/s.

=6v—2,4-10"0-y3=6y—

I
1

241010

3

3,6
W, =av’ }
b _ a - 200> =120000
v=200 en W,= 120000 120000
2
Dus W, =32 2
b
W.=—
b2 2(‘)%:300000
v=200 en W,= 300000 5 .
5=300000-200°=1,2-10
Dus 7 = 12 10
us i = Vz .
1,2 - 100
W= W+ W= 3+ =324+ 1,2+ 1010« 12 geeft S
' V2 dv
v 24100
T 0 geeft 6v T 0
o2t 1010
T
6vi=24-10'° w
vi=4-10°
v=25148...
Schets van W, zie hiernaast.
Dus voor v=251,48... is W minimaal,
v=25148... geeft W, =3 - 251,48..2=189737N
=25148 ftW—M’“189737N
M A T T T I
Dus bij minimale totale weerstand geldt ;= W, o

251,48...

1
In(2z+ 1) dg_ FTD 527 n@r )2 gy

a H=a geeft——=a- =aq

26+ 1 dr
2-2InQ2r+1)
2r+172
2-2In2t+1)=0
In(2t+1)=1
2t+1=¢
2t=e¢—1
t=5e—3
Voor t=1¢—1is H=10000.
1 1
Dit geefta e @D _ 16400
2'(56—5 1
In(e—1+1)
' e—1+1

In(e
a- %: 10000

(2t + 1)

dH— .
T =0 gectta

=10000

<

= 10000
a=10000e

7 n In(2t + 1)
us A =10000e B

a -

O |-

2-2In2t+1)

_ di _ )
b a=10000c geett dr =10000¢ 2+ 17 (zie a)
dH] 2—21n(4+1)~_
[dth—lOOOOe —(4+1)2 =-1325

21+ 1)

Op ¢t = 2 neemt de hoeveelheid water die per uur wegstroomt af met 1325 m* per uur.

Hoofdstuk 15
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15.4 Integralen bij oppervlakte en inhoud

Bladzijde 118

1 d 4 1 1
y=4@x=3)2r=3=}Qx -3 geeft =1 - 1h(2x =3} - 2= (2~ 3= V2v 3
Dusy= —(Zx —3)y/2x — 3 is een primitieve van vy = \2x — 3,

Dus bewering II is juist.

Bladzijde 119

f@) = glx) geeft \2x =3 =1x
2x = 3= a2
-+ 20=3=0
X*—8+12=0
x—2)x—6)=0
x=2vx=6

6 6

O(r) = [(/(x) — g))dr = [(y2r =3~ fx)dx = j((Zx 3p-g0de=[f -3 -3)4 -5,

2 2
B IETEbelmd o0 B -d36- G 1T 3

5
) =gv) geeft ;= =-7x+3

-3x+3)(dx—2)=5
2 +x+12x—6=5
22+ 13y~ 11=0
D=13-4--2--11=81
e S o N
= 4 T
0= | (g(x) ~f(x)) dx = j'(—%x +3-2 z)dx =[5+ 3x =5 infdx - 2]

1 1

=-7- (5P +3 55— 13In(4 - 55— 2) — (-5 +3— 13In(2)) =-7& + 165 — 13In(20) + ;— 3 + 15In(2)

F T

=6 — 13In(10)

Bladzijde 120
_Ax—4
+1 x+1
x+8=dx—4Ax+1#0
Bx=-12Ax#-1
x=4Aax#-1
x=4
gx)=0geeftdx—4=0
4y =4
x=1
x+8 x+1-1+8 7
f(x)gxﬁ-lg x+1 71+x+1
4x—4 _4x+1)—4-4 8
gl = x+1 x+1 4_x+1

1 1 4
T L (R 1 Y (s

0

1

j( +—>dx+ ( 3+i)dx=[x+71n|x+ 1], + [-3x+ 15l = 1]
0

I+

1+

Il

o)

Il

+1

71n(2) - (0+71n(1))+ 12+ 151n(5) — (-3 + 151n(2))
71n(2) - 12+ 151n(5) + 3 — 151n(2) = 151n(5) — 8 1In(2) — 8

Il
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! f(x) = g(x) geeft sin’(x)

av+4 3a(2x=3)+ 1ia+4

1 1 a+4

S =53~ =3 N

12a+4

4
o) = j( a+ 2x_3)dx:[§ax+(1§a+4)-%ln|2x—3\]:
2

=2a+(1ia+4)-

Ln(5)—(a+(13a+4) - sIn(1))=2a+(13a+4) - :In(5) —a— 0

=a+7aln(5)+2In(5)
O(V) =10 geeft a +3 aln(5) +21n(5) = 10
a(l +3In(5)) =10 —21n(5)

_10-
L#+3

2 ln(S)

-]

2In(5)

=1sin(2x)

sin’(x) = sin(x) cos(x)
sin(x) =0 v sin(x) = cos(x)
sin(x) = cos(x) geeft tan{x) =1

x=yn+k'm

_1
Dus x, = zm.

cos(2x) = 1 — 2sin?(x), dus 2sin’*(x) = | — cos(2x) oftewel sin’(x) =5 — 5 1c0s(2x).

Dus f(x) 1 —1cos(2x).

o) =J (g(9) —f() dx
0
1

w1 =

=

4'0_fli’t+
O() = [ (f(x) — g(x)) d

==z 0+g~1
oVy+-o(w)= ‘_375"'

Bladzijde 121

a OV+Ww)= j\/de

1,
In

- J (3sin(2x) — £ + Scos(2x)) dx = [~ Fcos(2x) — 1x + sin(2x)] é”
0

= [ (& — feos(2x) — gsin(2x)) dx = [1x — Fsin(2x) + feos(20)]

'—.,-qf-\

in
)

A

—(;ﬂc—- T3 0)=3tim

T+ n—1+4;rc

I =[5t = Exxlg=3p\p - 0=3p\p

b OW)=%p-f(p)= zp\f
c O(V)fO(V+W) O(W)=3p\p—3p\p=¢p\P

d O(V):O(W)=¢p\p:

Bladzijde 122
oF)=0(w)

bpp-tib=1:3

1+2In(p)=p*— (1 +21n(p))
1+2In(p)=p*—1-2In(p)

2+4In(p)=p*

Voer iny, =2 +4In(x) en y, =x°,

De optie snijpunt geeft x =

0,68 enx = 2,31,

x = 0,68 voldoet niet, dus p = 2,31,

Hoofdstuk 15
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3 3
O(V+W):jf(x)dx:.[(9*x2)cbc [ox— 1]’ =27-9-(-27+9)=36
- -3

g (x)=0geefta—x>=0
s

x’=a
x=\Javx=-\la
Va Va
o) :jg (x)dx= j(a'*xz)dx:[ax;%zﬁ]\I =aJa—ta\Ja— (-a\Ja+ia\Ja)= 1ia\Ja

2 -z

O(V) = O(W) gecft O(W) = L0V + W)

lfa\Ja=3-36

ayJa=13%
a =182
a=731825~5,67

0 fi(x)=-52°+x2 +33x geeft /3, (x) =—x* +2x + 3}
f31(0) =35, dus k: y =35x.

k snijden met de grafick van f;, geeft -3x° + x> + 33x =37

—;—x3 +x2=0
~ix(x—3)=0
x=0vx=3

S3(x) =0 geeft -5° +22+35x =0
*;-x(sz3x* 10)=0
-3x(x +2)(x—5)=0
x= va=—2 vx=35

Il

ow)

3
js‘xdx+j(——x +a2+3hxyde = 2]+ [t + b+ 2]
0
I

S o—%+ﬁ+£7( T+9+15)=29

b f,(x)=-3x3 +x2+ax geeft £, (x) =-x>+ 2x + a
1(0y=a, dus k: y=ax.
k snijden met de grafiek van f, geeft -3x° +x2 + ax = ax

,%xs +x2=0
—%xl(x -3)=0
x=0vx=3
3 3
o) = j(-gxz +x2+ax — ax)dx = j (-3x* + x?)dx en dit is onathankelijk van a.
0 0

£(x) = 3x%(x — a)? = ;x3(x2 — 2ax + a?) = ;x* — Taxd + ;aPx? geeft [, (x) =x3 — 13ax? + L a’x
[/x) =0 geeft x* — 15ax> + 3a’x =0

x(2— 1lax+1a®)=0

x(x—ta)x—a)=0

x=0vx=%avx=a
i (2 ay= az(za a) = a“ dus T(2 o Lat).

O(OABC)=a - Za*=%d°
o)= j(alTx4 2“ng T3 azxz)dx [20x5 - gax“ T 12“2353]0 210“15 - éas + %as —U= 1;0 a’
De gevr?aagde verhouding is Thsa® : ya® =64 :120=8 : 15,
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[Ax)=0geeft x=a

f(x)=2\x geeft \Ja—x=2\x

a—x=4x
-5x=-a
x=;-a
169~ geeh ax K
a—x=}Tx
5
_Z.X':_LI
x=gla
o+ W)= j 2 /xdx j\/a xdx= jzxdx+j(a Widv= 24+ 2@ - 0M];,
0 ia
o+ a4 doFa-0+0-3 - foyTa oy - BoTa o

ow)= -J- % dx + j Ja—xdx= I ;x%dx +J' (a—x)dx= [%xllz]i“ & [—%(g —x)l%];a
0 i

5
’
—[L M [_2,, — ] =L.4 /4 _ __2, Log=8 -
*[335\/';]0 +[3(a x)\a x]ga_3 sayza—0+0—-3 58= 154 5a+]5aV5a 3“\'5“

O(W)=30(V+ W), dus O(V) = O(W).

Bladzijde 123
1 1
a f(x)=2yxgeeftf(x)=2 ——==—
f00) =2 geeft (x) B B
1 1
kv=ax+bmeta=(p)=—==—
. () \/}7 P
1
=—wxth
4 P l pP+b=2p
door P(p?, 2
(r% 2p) ) P P
b =p
Dusk‘v=l-x+
e p.
_Yr_2p_2 -2
b 1 5 P geeft I y px
e s P’ P’
2 1 2 4 gL 1 4 1 4 1
O(V)=J-(2\/,¥——-x)dx=I(2xz——-x)dx=[§xlz——'xz] =[§x x——'xz] =3p—p*=3p°
5 P 5 p P 0 P 0

I

00r)=[ (5 x+p-2F)as =[5 e N TR

OW): 0(Vy="Lp: tpi=1:2
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D;=(0, ), dus f(x) = In*(x) + In(x?) = In*(x) + 2 In(x).
24

j glxydv=0

q

2q

[ rode=0

q
[r) =0

J2q)—f(g)=0

In%(2¢) + 21n(2¢) — (In%(g) + 2 In(g)) = 0

In%(2¢) — In%(g) + 2In(2¢) — 21n(q) =0

(In(2g) — In(g))X(In(2g) + In(g)) + 2(In(2q) — In(g)) =0
In(2) - In2¢?) + 2 In(2) = 0

In(2¢%) +2=0

In(2¢%) =-2
zqzze—z

1
T
_ 1 _ |
7= \22 V1T \oe

| .
= vold. niet
q ﬁ'e

1

Dusq=\/§_e.

P p
a /(L)= nj(\/;)z dx = ﬂjxdx = ﬂ[%xz]g = lmp?
0 0
b y=/x geeft y2 =x oftewel x =)?
B B _
1) = |2 dy=n vdy=a[s]} = $mp* - \p
0 0
¢ I(L)y=I(M) geeft snp? =tmp* - \[p
=L
p=%
p="63

[

Bladzijde 125
21

a /(M)=13I(L) geeft (21 - g)n =1.153x

21

21 —;:

21 5

2 2
at=-20

225

a* =-20 heeft geen oplossingen, dus /(M) = 13 /(L) lukt nict,

21
b /(M)=131(L) geeft (21 - —az)n =215z
2
a

21 -5=203

21 21
? )
a* =40

a* = 40 heeft twee oplossingen, dus /(M) = 135 /(L) lukt wel.
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a f(x) = g,(x) geeft x2 = arx

1
xli=g

x=as
s 3
¥z 7

o) =I (a\/; —x5)dx =J (a!xl -x)dx = [%ax‘%— %xz]é@ = %az - %az = ;—az
0 0
O(V) = 10 geeft ta* =10

a =30
2= 30y 30

vold. niet

Dus a= \/ﬁ

3122

b I(L)= nj (a2 — x*)dx = m[§ a2 — %xs]:? =n(ta® - a's—ta¥) =Zna®
0
I(L) =30m geeft =ma® = 30n
a* =100
a=100%

a="Y1000000

Bladzijde 126
a s de top van p, het punt 7(¢, ), dan is (2¢, 0) het andere snijpunt van p, met de x-as.
Dus p,: y=ax(x — 21).

= ax(x — 2t
ﬁoor (t(, ) )}Z(_t _—t2:t) ; 4
a=-1
Dus p,: y=-x(x — 2f) oftewel p,: y =-x?+ 2ix,
t t
b o= [Cfan- e = 2+ Bndde=-Ret 2] =-Bfwii=iep
0 0
O(V)y=10 geeft 1 =10
£ =30

t=3/30
t

t t
€ ML) =R[(( + 2007 — (P dx = m[(rt — 4 + 426 — e dv = (e +427) d
0 0 0
=al-oct + 3203 = n(- +36) = §ns

I(L) = 100x geeft 375 = 100
£ =300

1=3/300

a c¢'=aq geeft x=Infa), dus &: x = In(a).

In(a)
o) = I o'dx = [e,‘-] :)n(ﬂ) =eh@ _e0=45—1

0
OW)=a In(@)—O(V)=aln(@)—(a—1)=aln{a)—a+1
OV)=0(W)geetta—1=aln(a)—a+1

2a —2=aln{a)

Voer iny, =2x —2 en y, =x1In(x).
De optie snijpunt geeft x =1 enx = 4,92,
Dus a = 4,92.
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In(a) In(a)
K= (@Pde=x] edv=r[}e2];"” = n(edn@ ~1e) =x ()~ = ina ~ i
0 0
IM)=m"-a - In(a) - KL) = ma*In(a) — (31a® — i1) = na* In(a) — tma® + 1n
I(L) = (M) geeft ina® — in =na’In(a) — ma® + in
na® — 1= rna’In(a)
@’ —1=da*In(a)
Voer in y, =x>— 1 en y, =x*In(x).
De optie snijpunt geeft x =1 enx =~ 2,22,
Dusa=222.
G(x) = xIn*(x) — 2xIn(x) + 2x geeft

G(x)=1 - In}(x) +x - 2In(x) - %— (2 - In(x) + 2x - %) +2 = In(x) + 2 In(x) - 2 In(x) — 2 + 2 = In¥(x)
G'(x) = g(x), dus G is een primitieve van g.
y=¢" geeft x=In(y)
1N =w[x*dy == In’(v)dv =x[vIn’(v) - 2vIn(y) + 2]
I 1
= n(aln®(@) — 2aln(a) + 2a — (In%(1) — 2In(1) + 2)) = n(aIn¥(@) — 2aln(a) + 2a — 2)
I(LY=6 " I(N) geeft 31a> — 11 = 6m(a In*(a) — 2aln(a) + 2a — 2)
a®>— 1=12(aln’*(a) — 2aln(a) + 2a — 2)
Voer in y, =x*— 1 eny, = 12(xIn*(x) — 2xIn(x) + 2x — 2).
De optie snijpunt geeft x = 0,51, x =1 enx = 2,28,

Dus a = 2,28.
Bladzijde 127
a y=i-2geefibd=y+2, dus =2y +4,
p P
De inhoud van de afgeknotte paraboloide is 7= ?I'sz dy= :rcj(Zy +4)dy =n[)? + 4y]§ =q(p* + 4p).
0 0

f(x)=3p geeft 5x* —2=3p
% x2=1 p+2
*=p+4
Dus A=n(p+4).
Samen met hoogte p geeft ditp - 4 = p - n(p +4) = n(p* + 4p), en dit is gelijk aan I.
Dus voor de inhoud 7 van de afgeknotte paraboloide geldt 7=p - 4,
PQ is een middellijn van de cirkel, dus de straal van de cirkel en dus van de bol is \jp + 4 (ziec a).

Dus /(bol) =37(p + 4)\/p + 4.

I(bol) = I(afgeknotte paraboloide) geeft 3n(p + 4)\/p + 4 =n(p* + 4p)
HprHp+a=p(p+4)
p+4=0vi/p+4=p
p=-4 vafp+4=3p

vold. niet 16(p +4)=9p?
16p + 64 =9p*
9p*—16p—64=0
D=(-16>—4+9+-64=2560
16+ 2560 16 — /2560
TR T

vold. niet

B 16 + /2560 16 + /2560

p= 18 geeft straal bol = T +4=277
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Stel de straal van de bol is R. y
Dan is de inhoud van de bol 3R>

Uit de bol zijn een cilinder en twee ‘kapjes’ geboord.

Zie de figuur hiernaast met een dwarsdoorsnede van de situatie in
een assenstelsel.

£A=90°, dus OA=\/R*>-9.

De inhoud van de cilinder is © * (R —9) * 6 = 6nR*> — 547

De dwarsdoorsnede van de bol is de cirkel met vergelijking
x%+? = R®. Hieruit volgt x> = R* —)7.,

De inhoud van een kapje is

R R
n[x2dy =R~ ) dy =a[Ry ~ 1»’]] = n(R ~ R ~ GR*~ 9)
3 3

=27R3 — 37R? + 9,

Kbol) — I(cilinder) — 2 - I(kapje) = 3R® — (6xR> — 54m) — 2 - (GnR® — 3nR? + 9m)
={nR® — 6nR* + S4m — 31R® + 6nR> — 1870
=36m

De inhoud van het deel dat er overblijft, is dus 36m.

Diagnostische toets

Bladzijde 130
Stel x-=a, dan is x5 = 2a.

f(2a) = g(a) geeft In - 2a) = ln( - E a)

In{a) = ln( 3 % a)

2

3-a
3a—a’=2
a—3a+2=0
(@-1)a-2)=0
a=1lva=2

p=1(2a)=1(2) = In(1) = 0 vold, niet

p=[Q2a)=f(4)=In(2)

a=

folero1s f:eﬂf,(x)z(x“ﬁt)- 10— (10x —15) - 2x _ 10x> +40 —20x> + 30x _ -10x> + 30x + 40
T Ty TP E (2 + 4 (2 +4)? (2 +4)?
1,/(x) =0 geeft -10x* + 30x + 40 =0

xX2=3x—4=0

@+ Dx-4=0

x=-lvx=4
JJA=E(—1)=%+}7=—S+}?3UOA2=(—1)2+(—5+p)2=1+25—10p+p2=p2—10p+26.

40-15
YTy
OA = OB oftewel OA% = OB? geeft p> — 10p +26 =p> + 2L p + 17

~125p="87%

=27
P~

+p=1t+pen OB =4+ (13 +pP =16+ 1% +2ip+p=p*+2ip+ 17
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L=g(p)—f(p)=3'5—P—(2— V2p) = 15— p+\2p geeft

a__ 2=
RN A7
dz
—_— = —_——]=
e Ogeeft@ 0
-
V2p
V2p=
2p=
p-
L
|
I
|
E
' 3"

Dus voor p =1 is L maximaal,

d4
a A=O0(8O0PQ)=3"p 2\p=p)=p\p=3p=ph =30 geeft = 1op*—p=15Vp—p

@—Ogeeft 13Jp—p=0

‘12\/_
PP=2ip
p=0 v p=2;
vold. niet
A
|
:
0] 2% 4 P

Dus voor p= 2l is de oppervlakte van drichoek OPQ maximaal.

Ao =23\25- 5 (2 =25 1375 5% =33~ 25 =%
b L:BP=\/(xp—x3) +(yp—y3)2=\/(p—3>2+(2\/;3—p—0)2=\/<p—3)2+(2\/13—p>2

=\PP—6p+9+4p—4p\p+pP =27 —dp\p—2p+9

€ L=\2p—4p\p—2p+9=(2p?—4p'i—2p +9)* geeft

dp-6p-2  2p-3p-1
2\/2p2—4p\/;—2p+9—\/2p2—4p\/];—2p+9
Ermoctgelden%:o oftewel 2p — 3\p— 1=0.
Voer in y; =2x —3x— 1.

De optie nulpunt geeft x ~ 3,17,
L

%%(2192 —4p's—2p+9)F - (dp—6p —2) =

J
P
0] 3,17 4

Dus voor p ~ 3,17 is L minimaal.
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Bladzijde 131

a sin(a)= AS—S geeft AS = Ssin(a)

cos(a) = B?S geeft BS = 5cos(a)
De stelling van Pythagoras in AADS geeft DS = /6% — (5sin(a))* = \/36 — 25 sin¥(a).
BD=BS+ DS =5cos(a) + \/36 — 25sin’(a)
b O(ABCD)=2 - O(AABD)=2 -} - (5cos(a) + /36 — 25sinX(«)) * 5 sin(a)
Voer in v, = (5 cos(x) + /36 — 25 sin%(x)) + 5sin(x).

De optie maximum geeft x =50,19...
Dus de oppervlakte van ABCD is maximaal voor a = 50°,

Alternatieve uitwerking
De oppervlakte van vierhoek ABCD is maximaal als de oppervlakte van A4BD maximaal is.
Dat is het geval als de hoogte die bij de zijde 4B hoort maximaal is. En dat is het geval als £4 =90°.

Dit geeft tan(a) = % =% en hieruit volgt a = 50°,

fi=at—xd— G —5y

) =43 -3x2—18x -5

fx)=12x>—6x—18

f(1)=-22 <0, dus de grafiek van fis dalend voor x =1,
S7(1)=-12<0, dus de grafick van fis toenecmend dalend voor x = 1.

= xrgergeei s (=1 &xE+a): @=@+g+ D&
L =(x+at e geeftf,"(x)=1-e+(x+tat+t1) e'=(x+at2)e
£7(5)=0 geeft (a+ 7> =0

a+7=0

a=-7

-———-

Dus voor a =-7 gaat de grafiek van f, bij x = 5 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

a yisevenredig is met x - J/x, dusy=ax - Jx.

- .3
yaxJx }Salsfgﬂm

x=8eny=40 3a -2 =40
16a =40
a=2%

Dus y=21x - Jx=2%x" en dit geeft y'=33x7 eny” = 13x5,
Omdat voor x > 0 geldt x>0 en x>0, is "> 0 en 1" > 0.
Dus y is toenemend stijgend voor x > 0.

a
: : 0,1 g5
b yis omgekeerd evenredig met ¢™'*, dus y = X

X

_a
y_eo,lx %:4
x=10eny=4|¢

a=4c
Dus y= ejelx =4¢! "Wen dit geefty’=4¢! O -0,1 =-0,4e' % en
¥ =-04e! 0¥ . 0,1 =0,04¢! 0L,
Omdat geldt e' **>0, is "< 0 eny” >0,
Dus v is afnemend dalend.
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20 +4

flx)=g) geeft - —-=-5x+23
2x+4=(2x - 1)-3x+2)
“2x+4=-15x2+ 5y +3x—22
152~ 8x+63=0

X—6x+5=0
x—Dix—5=0
x=1lvx=5
_—2_x+4_f(2x—1)—1+4_7 3
MESg d™ ml - el
: 3 : 3 5
N SRR W R VT

=-325+3%+5- 13In(9) — (-3 + 35— 13In(1)) =-85 + 185 — 1}In(3%) — 33 = 65— 3In(3)

@ y=4In(x) geeft In(x) = v
x=e#
£ 1 1.1P 1
oVy= jevdy = [4e] =4t -4
0
O(V) = O(W) oftewel O(V) = %pz geeft 4 eif — 4 = %pz.
Voer in y, =4¢i* — 4 eny, =1x%
De optie snijpunt geeft x = 2,963..., dus p = 2,96.
b v=4In(x) geeft In(x) =1y
x=e¥
x2=etv
& £ 1 1P 1
I(L)= nszdy = nIeF-de = n[2 65«"] 0= w(2e —2)

0 0
I(L) = I(M) oftewel I(L)=1 - I(cilinder) geeft m(2e> —2) =1mp? - p

2er—2= ;_ps
VClel‘ inyl =2e%I — 2 eny2 = ;_x.'i'
De optie snijpunt met 1% < x <8 geeftx =1,801...
Dus p ~ 1,80.
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16 Examentraining

16.1 Algemene vaardigheden

Bladzijde 134
@ Q=50 geeft 36x* = 50, dus x = {2,
P 232 23 23

5_36363_361:36.{/%
o,

b 3x_543x 8
(Bx—53x-8)=10
Ox?—24x— 15x+40=10
9x>—39x+30=0
3x2—13x+10=0
D=(-13>-4-3-10=49
:1327:3%\”‘:13_7:1

6
¢ cos(a}= ’%), dus AD =3 cos(a).

C;D . dus D =3sinla),

BD=J10%> - (3sin(a))* = /100 — 9sin*(a)

AB=AD + BD =3 cos(a) + /100 — 9sin*(«)

= 0,57

sin{a) =

_ 10a
e © pol0 ¢ _10c_Sc 5¢ 5o
_c b 26 20 Do F= 3. 3 21l
a_Zb b= ﬂx2+y =(x2+y2)% ((x +y )2) (x2+y) E

V' T 4+B
_ o A =44 x?
A+B A+B
5 2—-\x+4 10-5x+4 10-5x+4 5/x+4-10
2+\x+4 2-xtd A4-G+4) = =
g N=at+b
P(5)=100, dus 16N* = 100 en dit geeft N= 12 = ¥6.25.
P(8) =200, dus 16N = 200 en dit geeft N =32 = ¥12.5.

_an_J12,5-6,25

SR §—5

Ax A%

e =" dusy*="—"— A%x?

y P J pz Y
pP=A+B

fogl)= =/x)

=0,159...

N=0,159...t+b } \
o A B 0,159... 5+ b=1/6,25
r=5en N=6,25 b= 1.044..

Dus N= 0,167 + 1,04,
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h P=aQ }
_ _ 30a=12
O=30enP=12 = DA

Dus P=0,40.
10 . 1000

~Rl‘=10,dusR;'=—enR ;
Q Q Q3

1000
_R @ 1000
R+1 1000 . 1000+ 0’
Q’

T=50P5=50-040 -

S

1000 200000
1000+0°  ©@°+1000

100 4 100
IR (TE+B0—aF
De optie minimum geeft x =15 eny = §,821...
De optie maximum geeft x = 5,062... en y =8,951... en ook x =24,937.., en y = 8,951...
8,951...—8,821..
8,821...

i Voeriny =

us -x 100% = 1,47%.

A&O . ’

MP? + AP? = AM?
(r—22+6*=¢>

2= dr+4+36=1

-4r=-40

r=10

Dus de straal van de cirkel is 10,

Bladzijde 142
a AB=1+4=5
cos(a) = ﬂ—E geeft AE = cos(a)

sin(a) = % geeft CE = sin{a)
In ACDE is DE* =16 — sin*(a)
DE = /16 — sin*(a)
s=AB—AD=5—AE— DE =35 —cos(a) — /16 — sin’*(a)
b Voeriny, =|5— cos(x) — /16 — sin?(x) — (1 — cos(x) + § sin%(x))|.

De optie maximum geeft x = 1,5707... en y = 0,0020...
Dus het maximale verschil is ongeveer 0,002,
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Bladzijde 143

In ABCM is 1* = (r — 18)* + 452
r? =72 —36r+324 + 2025
36r=2349
r=65;

Dus de straal is ongeveer 65 cm.

5
‘flx—ﬁixg3
(4x—6)(x— 3D =5
4x7—20x +21=5
4x2—20x+16=0

ra—

x2=5x+4=0
x—Dix—-4H=0
x=1lvx=4

x=1 geeft A(1,-2%)
x =4 geeft B4, 1)

Bladzijde 144

X

a ==
COS(CZ) r _ ]spot x_Ispot X
Lo dm? ¥ 4Am P

E=4W2 - cos(a)

P=x+d% dus r=(2+d)en P = (2 +d?)",

I
. __“spot X
Dit geeft £ = A (2 + g2
b -0, 25 500 25
totaal 41t (252 s dz)lé 4 (252 + (40 - d)2)l%
Vooriny =300, 25 500, 29

H 8 (252 +x2)1;— E (252 o (40 —x)z)l%'
De optie minimum geeft x =20 en y = 0,0606...
De optie maximum geeft x = 1,924... en y = 0,0736... en ook x = 38,075... en y = 0,0736...

0,0606...
0,0606.. D
0.0736... ~ 100%=82,34..%

Dus het werkoppervlak wordt voldoende gelijkmatig verlicht.

Bladzijde 145
(1) geeft v =v3 + 2g(h, — h) =3 + 2gx, dus v= V3 + 2gx 2o, Y
v 0
2) geeft 2 =13 - = Vvo 2
v B WV
0 220
S 4i
O Vvi+2gx
2 L=t 1 2~gfx+ . —2+Iyx+1
= = =f{x) voorx#0

M it 1l TG =
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Bladzijde 146

a %nr3=33geeﬂr=\3ﬂ%
/81)2
o H=2=
A_4'.rc ( s

v a7 M8

b r{H)y=at+1,5
(0) :%’Jt 1,5 =14,137..., dus ¥(10) =;—° 14,137...=7,068...
T =7,068... geeft r=1,190...
r(10)=1,190... geett 10a + 1,5=1,190...
a=-0,030...
Dus r() =-0,030...t + 1,5,
H{f)=0 geeft-0,030..t+ 1,5=0
t=4847...
Dus vanaf 49 minuten.

Bladzijde 147

N=aV }
- _.(a°20=6
V=20enN=6] _03, dus N=03V

4
V. 7925 =150 geeft 7025 = 130 us T:(1570) :

v
150*
d=T=V4=1504= 1
T+2 150* 150%+2p4 I
& 1504
1 o 432r

2
TR T

A=1440-N-d=1440- 03V -

~ P+t ]

16.2 Functies en grafieken

Bladzijde 148
a Stel de lengte van het vierkant is p.
Dan geldt /(1 +p) =p, dus (1 +p—4)*=p
(p=3y=p
2 =bpt8 =i
pPP=Tp+9=0
D=(-7#-4-1:9=13

7+\13 7-413
P YPT T

vold. niet

7-13

=3
2
b Ermoetgeldenf (4 +p)+/f(4-p)=2"y,

_16+4p+a 16-4p+a 16+4p+a 16—4p+a 8p
f;(4+p)+fz‘z(4 p)— 4+p_4 + 4_p_4 - p P _p =8=2 yp
Dus voor elke waarde van « is de grafiek van f, puntsymmetrisch in P(4, 4).

¢ Voor fgeldt y =1 (x —4)* + 3, dus voor /™ geldt x =1 (y —4)* + 3

P

-3V13.

-

Dus de lengte van het vierkant is

2e={p—4p-+6
(y=4)=20-6
y—4=%/2x——6
y=4+{/2x——6

Dus f™(x) =4+ J/2x — 6.
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d Voorf, geldty = % + b, dus voor f;™ geldtx = i+ B

%2 . y—2
3 _ _
y_z—x b
3
Y 2Ax—b
3
= +
- 2
i =f,voorb=2.
__6
e (=373
| translatie (-3, 2)
_ 6 __ 6
g@)—2&+3)_5+2—2x+1+2
_ 6 inv = 6
VoorggeldtyAzx_’_lﬁ-Z, dus voor g™ geldt x 2y+1+2
6 _ . _
Tl > 2
2y+1l= b
—
6
2y—x—2
_ X8
T x4
inv :_x+8
Dus g"(x) 4
f Losopdy2x—2+1=x
Px—2=x-1
2x—2=(x—1)

2in— Dy=E—1y
x=1=0v2=(x—1)
x=lvx—1=\2vx—-1=-2

x=lvx=1+ 2vx=l—\/§
Dus (1, 1), (1+ 2, 1+2)en (1 -2,1-2).

Alternatieve uitwerking

Voor fgeldty = J/2x—2 + 1, dus voor /™ geldtx =2y —2+1
Y2y-2=x—-1
2—2=(—1)
2 =2+(x—1)

y=lts-

Losops(x—1P+1=32x-2+1
x—1P=2-32x-2
(x—1)°=8(2x—2)

(x—1)°=16(x-1)
x—1=0v{x—-18=2*
x=1lvx—1=2ivx—1=-21
x=1lvx=1+2vx=1-2

Dus (1, 1), (1 ++/2, 1 +42) en (1 — /2, 1 = /2).

Hoofdstuk 16
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5
lim === lim ? 0 29 3
9 Bi3x+6 oy, 6 3%0 7
X
Dus de horizontale asymptoot van de gratiek van f'is de lijn y = %
3x + 6 =0 geeftx =-2, dus de verticale asymptoot van de grafiek van fis de lijn x = -2,
dus de horizontale asymptoot van de grafiek van /"™ is de lijn y = -2.
De gevraagde afstand is %* ~2= 2%.
5
h Loso +6=2x
P pix=3)
5
=2x—6
plx—3)
5
=2(x—3
pa-3 07
2p(x—3)*=5
5
a2l
(x—3) 2
5 5
=34+ .= e P B8
X =3 2 vx=3 2p
_ 1. 11
Dusx,=3+ 2 v, =3 T
; 5
lim|(3+4/=—)=3+0=3
p—® 2p
1im(3 = \i2i>:3*0=3
p—® -P
Dus limx, =3,
p—w
i De teller moet een tactor (2x — 1) bevatten. De andere factor van de teller is dan
(2x—3), want 2x - 2x=4x*en-1 - -3 =3.
Dus de teller is (2x — 1)(2x —3) =4x? — 6x — 2x + 3 =4x> — 8x + 3.
42 —-8x+3  (x—1)2x—3)
Dus f4(x) = e — s
(" +H(2x—-1) (F+4H(2x—-1)
: o 2x-3)2x—1) 0 2x-3 1-3
o ) = i 1) o e Lig T
De codrdinaten van de perforatic zijn (3, - 15).
i Voorx<disl|ix—1|=-ix+1,
dus voorx <4is f(x) = (-3x+ DEx+3)=-tx2 —sx+3enf(x) =-jx — %
lim /() = lim(-3x =3 =1~y =-I
Bladzijde 152
1 inv — 1
a Voorf, geldty —m+ 1, dus voor f™ geldt x ay—1) +1
L =x—1
dy—1)
1
C(y - 1) —x -1
1
Y- 1==n

y= C(xl_ 1) +1 =f(‘:(x)

1

b j;(1+p)+,g(1~p):$+145+1=2

Tl Pyt =p) 3
Dus 5 =5= 1.
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1
- =
c Losopc(x_l) l=x
1 —_ s
—"
cx—1)=1
1
—1)2==
(= 1=
a—l= lvx—lzf L
c c
x=1+ l\ch=1—\/I
c c
1
Dusx,=1- e

lim x, = lim(l—\/i)=1—0=l
c— oo c—@m C

A ligt op de lijn y = x, dus ook lim v, =1.

CcC—>®

Dus het punt S(1, 1) is het limietpunt van A,

a Voorfgeldty = (x+ 1) — 1, dus voor /" geldt x = (v + 1)* — 1
(v+ 1)3=x+ 1

yH1=r1

y=13/‘x+ 1-1
Dus g is de inverse van f,
b De graficken van fen g =/ snijden elkaar op de lijn v = x.
Dus los op f{x) = x.
Dit geeft (x +1)* —1=x
(x+1P=x+1
XT1=0v{x+1)y=1
x=-lvx+l=lvx+1=-1
x=-lvx=0vx=-2
De gemeenschappelijke punten zijn (-1, -1), (0, 0) en (-2, -2).

Bladzijde 153
Van de noemer is alleen 2 een nulpunt,
Voor een perforatie moet dus 2 ook een nulpunt van de teller zijn.
Dus px* +4px+ 6= (x —2)(px —3)
px+dpx+6=px*—3x—2px+6
p+Apx+6=px* —(2p+3)x+6
Hieruit volgt 4p =-(2p + 3)

dp=-2p—3

6p=-3

p=-3

—g—8) -3 4

P
5

lim £,(x) = I — o
)= I T DD rngsl 3

Dus de perforatie is (2, - 3).

De grafick van fheeft de verticale asymptoot x = 13, dus ook de grafick van g heeft
de verticale asymptoot x = 15,
De grafick van fheeft de horizontale asymptoot y = 0, dus de grafick van g heeft de
horizontale asymptoot y = a.
Dus de verticale asymptoot van de inverse van g is de lijnx = a.
Dus j[a—13]=4

a—ly=4va—-13=—4

1 1
a=53va=-23
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. Stel de zijde van het vierkant is p.

1
Er geldt f(1 +p)=p, duSm—p
p(l+p)=1
ptp-1=0
D=12-4-1--1=5
-1+45 -1-4/5
p=—p VP~

Tz

De lengte van de zijde is -3 + 1./5.

x,=2,dus A(2, 1).

Voor x < 2 geldt f(x) = (-x + 2)(3x +2) + 1
=-1x2—2x+x+4+1
=-Ix2—x+5

Voor x < 2 geldt f(x)=-x— 1.
Lv=ax+b meta=li’1r121f’(x)=li%1(—x— 1)=-3

y=3x+b}
-3:2+b=1
door 4(2, 1) 6+b=1

b=1
Dus /l: y=-3x+7.

16.3 Differentiaal- en integraalrekening

Bladzijde 154
TG = 2 ey
0.4 +38
(0,1x*+3) - 5= 5v- 04 05¢+15-2¢  -1,5¢+ 15

S)= (0,1x" + 32 TT0,1¢ 32 (0,1x' +3)
fx)=0geeft-1,5x*+15=0
x*=10

x=10(x>0)
Dus de functie is maximaal voor x = /10,
b Hzﬁ,geeﬂ
(2 +4)h
A P+4)E2-2- 152 +4):-2x (P+4)2-2x 13
dr (> + 4)} - 2+ 2y
_2 86 8-4x
(R+A= (P +4yE

c}EH:Osgref:ft8—4x2:0

4x7=8

xZ=32

x=+2 (x>0)
Dus His maximaal voor x = /2.

€ h=0A+AB=0A+AD=a+f(a)=a+ 64 =a+g—4a’]1'
3arJa

db_ .oy o, _32
i 1-32a2=1 o
db _ 32
daAOgeeftl i

@z =132

a8

a=2>=4

64

a=4geeftb=4+3’4l2=6§

De minimale waarde van b is 62.
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d f(0)= 8 :§:2eng(0)=0+2:2,dus(O,Z)issnijpunt.

1+.9 4
_ 8
f(x)‘l_l_\/zx—_'_ggeeﬂ
’ (1+2x+9)-0-8- \/2x_+9 2_ .
ro= (1+2x +9) (1420497 J2x+ 9

o -8 _ B 1
f(o)—(l+\/§)2'\/§ 163 6
g'(x)=6, dus g(0)=6.

Er geldt £(0) * g{(0) =-# + 6 =-1, dus de graficken van f en g snijden clkaar
loodrecht in het punt (0, 2).
e Voor raken moet gelden f,,(x) = g(x) A £, (x) = g(x).
[ ) =g () geett 2x+p=1, dus p=1 —2x,
p=1-2xinvullen bij £,(x) = g(x) geeft 2 + (1 = 2x) - x+2(1 —2x) =x + 5
XAx—20+2—4x=x+5
x> —dx—=3=0
X +4x+3=0
(r D +3)=0
x=-1lvx=-3

x=-lgeeftp=1-2--1=3
x=-3geeftp=1-2--3=7

| @ f(x)=x\x=x" geeft f(x)=13x5= 13/x
k:y=ax+bmeta=/(p)=13p

y—l2 px+b n
door P(p, p\p) Z‘f prb=pp
-3p\p
Dus k: y = 13 p-x—gp\f.
k snijden met de x-as geeft 13\/p - x = sp\/p
x=1p, dus AG3p, 0).
Punt B is (p, 0).
P P

0(V)=jx\fdx—0(AABP)= xidy— O(a4BP) = [32\x]) =1+ (p—3p) - p\p

Mgpzxf—- 2ps p\f“(;pzxf P =1sp°\p
\f

\/_

= 3600

= /3600

ml'_

P
P
rP=

Bladzijde 155
1

b /(L)= nj(2x6_ 5)2"" - nf(x —3)2dx
0 1

1 3
=nj36(2x — 5)2dx + nj(x —3)dx
0

=n[36 5= 5]+ i -3,

-18 7' 3
e R
=n(6 -3 +n(0+23)=5%n
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b

b
¢ ID)=x[{xPdr=n[xidv=n[lx" =al2x 3] = nioy b -2

1 1
Los op 36\b=5=17;
20\b=18
byb=27
bli=33
b=3=9

¢ [706 Y
— T
d (L) TCI(0,0S 08+ 25x) dx
i : 06 \
o ol =
De optie integraal geeft n!(0,0S 082 Sx) dx=0,00502...

Dus K(L) = 0,0050.
e fl(x)=6geeftx+x=6
x=6—x
x=36—-12x+x*
XX—13x+36=0
x—Hx—-9=0
x=4vx=9
vold. niet
4 4 4
1(L)=nj(62—(x+()2)dx=nj(36—x2—2x\/§—x)dx=nj(36—x2—le%—x)dx
0 0

= n[36x — 12 — a2\ x - 2x] =m(144 — 215 - 252 - 8)=89%x
f /(B)=3=x -3’ =36m, dus 10%hiervan is 3,6m.

3 3
() =x[xdy=x[© ~)})dv=n{9y ~ 1’|, =727 -9~ 9p + ;p}) =n(3p* ~ 9p + 18)
p r

Los op3p° —9p + 18 =3,6.
Voeriny, =$x*—9x+ 18 eny, = 3,6

De optie snijpunt geeft x = 1,8251...
Dus p = 1 825,

g I(L)= nj X}y = ‘JIJ} dy= :rc[zy] =nGp* -3
1 1

P
M) ==[(? —y)dy=a30* 32, =n(3p* ~ p? — 5 +3)
1

Los op 3p° —3=5p° —3p" + oftewel p? = 5p’ =3
Voeriny, =x2—1x3eny,=3.

De optie snijpunt geeft x =2,7320...

Dus p = 2,732,

Bladzijde 160
a a=1geeftb=1+16=17

17 2 17
inhoud=?r-I(lﬁl—(%))dxzn-j(%éi 256)dx n - [256x—2561n |x])]
1 x 1

= 1(256 - 17— 2561n(17) — (256 - 1 —2561n(1)) = ©(4096 — 256 In(17))
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b b=a+AB=a+AD= a+£—a+16 E

Ja

@: Qa1

T 1 —8a

d——Ogeeftl—Sa“ =0
ali=t
a:=8
=064
a=4

a=4geeftb:4+l—i=12

Dus de minimale waarde van b is 12,

Bladzijde 161 0,5°
—: f-—: — = & 4’—
7= 001, =05 eng =981 geeft r=0,01 - {7777 g2

0,3 \/T 2
- o Al A -
“([ (O’Ol 0.52+2-9.81x ) dr

03

0,5°
De optie integraal geeft n_[ (0,01 4]
0

0,57 +2-9.81x
Dus de inhoud is 3,2 - 10~ m? =32 cm?.

2
) dx=3,165... - 107>

Bladzijde 162

1 5 31 1 33
inhoud = “j(4x5— 6) dv+x[ (x = 33Pdv=x[25(4x — 6)2dx + [ (x 357 d
0 1 0 1

1 l l
~(4x—6) ] +“[%(x_3%)3]?; [4(425 )] +TE|}(X—3%)3]::Z

1

4

25 25
=“(4 2 4'*6)+n(0_§(‘2%)3)=ﬂ(?—ﬂ)+ B _7lq

Dus de inhoud van het omwentelingslichaam is 755 .

25

2
f(X)=ﬁ=2(l +\x+ 1) geeft

S@=-21+ =+ )2

_ -1
o B S e N |
, -1
fO=377="i

g(x)= X x=4x+1v00rx¢0

Dus ik y=4x+ 1.

S10) rey =g 4=-1
Dus de lijn £ snijdt de grafiek van f'loodrecht.

P p
nf Py =nf 2,25 -3 dy=n[2,25 ~ 3L, =m(2.25p ~5p* ~ 2,25 - -15 5 - (-1,5))
=155 =155
=m(2,25p — 1p° +2,25)
Inhoud ijs is 92% van 14,137 geeft n(2,25p — %p3 +2,25)=0,92 - 14,137.
Voer in y, =m(2,25x — 1x* + 2,25) en y, = 0,92 * 14,137.
De optie snijpunt geeft x =0,978....
Dus de bol steekt ongeveer 1,5 — 0,98 = 0,52 cm boven het water uit.
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Bladzijde 163
| () =x* geeft f(x) = 2x, dus f(p) = 2p.

raaklijn k: y = 2px + b}

2pptb=p?
door P(p, p*) PP P

b=-p*

Dus k: v =2px — p.

k snijden met de x-as geeft 2px —p> =0
2px=p*
ety

O(804P)=53p P*=1p’

pZ
OP:y= ?x, dus OP: y = px.

P
OfFy= [ ~yie= ol ~ 3| =1 - iP =P
0
O(h0AP) _5P° _ o
oy g

a f[(x)=p+x—p geeftj;'(x) = 2\/x1——p

Voor raken geldt f,(x)=x+; Af,/(x)=1

1
p+\fx—p=x+}7/\2 x——pzl
. 1
U1t2H=1volgt\fx—p=% g

+5;=x+

P
pt\x—p=x+;

=1
X—P=3

1
1

Ook nitx—p = % volgty —p = JT, dus de lijn & raakt de grafiek van f, voor elke p = 1.

b Het randpunt van de grafick van f, is (p, p).
fyo@=p=1+x=(p—D=p-1+x—p+1

Lap)y=p—1+\p—p+1=p-1+1=p
Dus het punt (p, p) ligt ook op de grafick van f, .
¢ IdoorA(1, I)en B(2,2), dus [: v =x,

2 2 2
o) = [(/i(x) —x)de= (1 + x=T-x)dv=[(1 + (x— 1) ~x)dx
1 1 1

Il

=[x+3e- 04T
ot

He- DT -5 =243 -2-(1+0-=§

Bladzijde 164

b b i
V=r[(f)Pde=n[xdr=x[3x] =n(tb ~ 3o} =37 - (b~ @)
m=2%(a+b)
A=n-(JmyP=n-m=n-i(a+b)
h-A=(b-a) n-a+by=n-L(b—a)b+a)=3n - (D*—d?)
Dus V=~h" A.
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2 8

—>V4+1)c4 2-4327 o
_ _ 4321V d4 _(1504 3 3 150*
| A=—F——geelt—=
2 g sty 3 i, ¥
150° (1504 v H)
d4 8od 3456
o . + — Y=
av 0 geeft 1507 it +432 1507 Vt=0
8647*+432 - 150% — 345614 =0
25924 =432 - 150*
V4=432 + 150*
2592
V=958
Bladzijde 165

Als ¥V wentelt om de y-as ontstaat het lichaam K.
Als W wentelt om de y-as ontstaat het lichaam L.
KL)=2%I(bol) =33

IK)= chxz dy —3n = n_[ydy —2n= n[%yz]; —imS=m 32 —ins

0 0
KL)=KK) geeft 3m = 12 — 37
%nr“:%mﬂ
4 1
3F=3
,=3
B

16.4 Exponenten en logaritmen

Bladzijde 166
a 50-+415 -log(4x+3)=382
415 - log(4x +3) =332
log(4x+3)=0,8
4x+3=10%
4x=-3+ 1078
x=-3+5-10°8
x=0,827
b x=40eny=27 geeft 40 270 =¢| ;. . omp_ cr 1
=60 en v =10 geeft 60 1ob=c}42? SRR S
()" =13
b=%"log(1,5)=0,408...
c=60-10%08-=1535, .
Dus b=0,41 en ¢ = 154.

¢ F=b-¢ dus e'%zg
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d f(x)=}e'+e" geeftf(x) =5 —e™

f(x)=0 geeft jer=¢=
i@y =1
() =4
ef=2
x=In(2)

Ffln(2))=7%-2+1=1, dus T(In(2), ) en p=1n(2) en g = 1.

= — 24
T i+ 1= 1 dus 4©, 37)} a-Tig)+ L~1g

a-n%(2)=;
a=—Ll
41n%(2)

e f(x)=In(x*+x)
| translatie (3, 0)
s(Ey=1{(F—3) +x— 3) =il —6x + 9+x— 3= —~Tx +5)
f(x) = g(x) geeft In(x? + x) = In(x?> — 5x + 6)
EF =58 +6

6x=6
x=1
Dusx,=1.
2x+1 3
=il S 3 e ST "y =3
f(x) =In(x* + x) geeft f(x) e (2x+1) x2+x,dusf(l) o
1 2x—5 3
= (2 — Hrat e B 2 My =-2
g(x) =In(x* — 5x + 6) geeft g'(x) P (2x—5) x2_5x+6,dusg(l) oF

S g)=3--3=-F #-1
Dus de graficken snijden clkaar nict loodrecht in A.
f /(0)=0"¢"=0eng(0)=In(1)=0, dus de graficken snijden elkaar in de oorsprong.

fx)=xe geeft f(x)=1 - = +x e -y =(1+x)e™, dus f(0) =1 - = 1.
2 2

1 ) , 1 . 1
g(x)= ln(x+ 1>= In(x+ 1) ' =-In(x + 1) geeft g'(x) BEESE dus g10) =—T=—1.

) - g0)=1--1=-1
Dus de graficken snijden elkaar loodrecht in de oorsprong,
g Voor fgeldt y = In(x\/x), dus voor/™ geldt x = In(v\/y)
yy=er
V3 = elr
= ¢
Dus fim(x) = ¢5*
| translatie (2, 1)
glr) =it +1
De lengte van AB is L =g(p) — f(p) = g2 41 — ln(p\/;;).
Voer in y, = e+ - ln(x\/;).
De optie minimum geeft x =2,1020... en y =0,9560...
De minimale lengte van het lijnstuk AB is ongeveer 0,956,
h In(x)=0geeftx=1

In(x\/x) = 0 geeft x\/x = I oftewel x = 1
In(xyx) i In(x'?)

1

li li 151n(x) limit=1!
m f(x) = lim = =limlz=1;5
=M S MTE il g o aml=l

De perforatie heeft de codrdinaten (1, 1%).
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Bladzijde 167

20—e™ 20-0 _

e—10 0-10

De horizontale asymptoot is de lijn y =-2,
20— et

Los op f(x) =-2, dus 10 =2

20—e*=-2-¢>+20

e4.\7 = 2 . er

=2

2x =1n(2)

x=1In2)

a limf(x)= lim =2
) xX—>-w

X—-m

Dus x, =3In(2).
BC_f(p)=g(p) _In(p)—(np)+ 1) In(p)=5In(p)—1 3ln(p)=1 2In(p)-3

® 3D f(p) In(p) In(p) ~ In(p)  3In(p)
5 3
lim 2In(p) -3 _ - 2In(p) -3 _ cm In(p) _2-0_,
p=oo 3N(P) (g o 3IN(P) (g se 3 3

aarde van 2S i 2
Dus de grenswaarde van Bp S5
€ fx)=2"+232"%geeft f(x) =2 In(2) + 23+ - In(2) - -4
f(x)=0 geeft In(2)(2* —4 - 2>~ =0
=4 .34
= 22 . 2374,1’
2x — 25*4,\'
x=5—4x
5x=5

x=1,dusx,,=1

I P i T . 2! | 2
O(V)_i(z 2 4—)&—[@+3- 1n(2)]0“ In(2) _41n(2)_(1n(2)_41n(2))

2 1 1 2 _16-1-8+16__23

In2) 8InQ2) In2) In(2) 81n(2) 81n(2)

d F)=x+x+1)e geelt Fx)=2x+1) e+ +x+1) e -1
=(2x+1-x*—-x—1)e*
=(x—xH)e*

Dus F(x) = (x* + x + 1)e™ in een primitieve van f(x) = (x —x?)e™
Jx)=g(x) geeft (x —x?)e¥=x"—x

E—x)—-eF=2-x)1

2—x=0v-e*=1

x(x—1)=0

x=0vx=1

1
0= [ =) e = (2 = W) de= [ +x+ Do = + 127,
0

“3et-fr - @-0)-

e /(0)=In(0+¢)=1
y=In(x*>+e)
xX*+e=¢’
x’=e'—e
2 2
(L= nsz dv= Trj(ey —e¢)dv= ﬂ[ey = ey]f =q(e? —2e — (e —¢)) =n(e? — 2¢)
1 1

o |w

1 —
+§—1k

o |w

o

1
3
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Bladzijde 173
1 1 1 1 1 1
a f(x)= %efx +2e™+ 1% geeft f(x) = %efx ’ '5+ 2e71% - f% = f—leE’f —g
f(x)=0geeft je* —¢ 3 =0

ex=4e3v
e'=4
x=1In(4)

Dus x;=In(4).
b e'=4,dus 65‘:\/4_1:2 ene‘%x:%:%
gz
fln(@y)=1-2+2-1+11=3L dus T(In(4), 3%).
FO)=1-1+2-1+11=4, dus 4(0, 4).
y=alx—by+c
top (In(4), 33)
y=alx—In()p +3;
door A(0, 4)

}y= a(x = In(4)* +35

} a(0—In(4))* +35=4

a-In’(4)=1
1
T 2mi4)

Y= e &~ M@ + 34

Los op ter¥+2e7+ 1%—(211112(4) (x — In(4))* + 3§)= 1

Voer inyl :]Ee_éxﬁ'zef%x-f' 1%_(211‘112(4) (x—]n(4))2 +3é‘) emy,= L.

De optie snijpunt geeft x = 5,1.

a Voor f geldt y = In(y/x), dus voor fi™" geldt x = In(\/»)
Jr=¢e*
y= (ex)Z — le
Dus f™(x) = e*.
b g()=jze

I(x) = g(x) = f(x) =3¢* — In(\/x)
Voer in y, =1¢> — In(y/x).
De optie minimum geeft x =0,2835... en vy = 1,5117...
De gevraagde minimale lengte is 1,512,

¢ In(x)=0geeftx=1
In(y/x) = 0 geeft \/x = 1 oftewel x = 1

In(yo) _ . 7@ _

2 e - - 1.1
A= I T o 0 el 2

Dus de perforatie is (1, % :

Bladzijde 174
a AP=f(p)—1=In(p*+1)—1len

2
BP=1—g(p)=1—ln(p2+ 1>=1—ln(e2)+ln(p2+ D=1-2+In(p*+D=In(p>+1)—1
Dus AP = BP.
b yv=In(x>+1)
xX2+1l=e

xt=e—1

1
inhoud=2 -1 - j(e”— 1)dy=27r-[ey—y](l)=21r(e— 1—(1-0))=2n(e—2)
0
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¢ y=In(x*+1)
| translatie (2, 0)
y=In((x =2 + 1) = In(x> — 4x + 5)
Voor het snijpunt geldt In(x* + 1) = In(x*> — 4x + 5)
2+1=x—4%+5

dx=4
x=1
| 2x
= In(x2 ) = 9y —
S0 =In(x+ 1) geeft /() = 7= Foe
—-
SO=r771
De afgeleide van de verschoven grafiek voorx =1 is f(1 —2)=f"(-1)= %= -1.

1 + -1 =-1, dus de graficken snijden elkaar loodrecht.

Voor raken geldt /(x) = g(x) Af(x) = g'(x).
f(x)=In(x) geeft /(x) = % en g(x) = 21_6 - x? geeft g'(x) = % g

yooe 1_1,
) =glx) geett —=—-x

xr=¢
x= evx=f\/5
S = 1n(8) =Fen g(y/e) =5 - e =3

Dus de graficken van f'en g raken elkaar.

Bladzijde 175

a Tnat'(t) =1050 - c*lnz(t)Jrﬁln(t)*‘) . (,2 ln(t) . %.1. 6 - %)

-2In(t)+ 6
206
t
In(7) = 3
De maximale temperatuur is 20 + 1050 + ¢ 71872 =20+ 1050 - ¢°=1070°C.

b Losop 20+345 - log(8¢+ 1)=300
345 - log(8¢ + 1) = 280
log(8¢ + 1)2%
8+ 1=10%
8t=-1+ 10
t=-g+3 - 10%=0,685

30
¢ O(bijTy,) = [ (T, ~300)dr

0,69

Tool (1) = 0 geeft

30
De optie integraal van de GR geeft j (T, — 300)dr = 11929,
0,69
Oplossen van de vergelijking T, = 300 met de optie snijpunt van de GR geeft 7 =6,36... enr =63.41...
30
Bereken [ (7~ 300)d

6,36...
30

De optie integraal van de GR geeft J (T, — 300)dr = 14242,

6,36...
Omdat 14242 > 11929 zal gelden ¢, < 30, dus de deur houdt tijdens de natuurlijke brand
geen 30 minuten stand.
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Bladzijde 176
a k=4 -eovm

o B
¢ faar =

k
A

_E__ (E)
83147 "\4

e w(8)-n(2) ()
8,314T A A k

Dus £=8,314T - In (A;)

k
b 4£=2,7-102%en T=500 geeft £= 8,314 - 500 ln( 4 )=4157 3 ln( = )
’ ’ 0,027 0,027/
A A
=24-10" = = ; ; = s g [
k=24-10" en T'=1550 geeft £=8,314 - 550 - In (0’24 45727 ln( ’24).
G o « ol e - Tl =
Voer mn y, =4157 - In (0,027> eny,=4572,7-In (0,24 :

De optie snijpunt geeft x = 7,4 - 10% eny = 9,99 - 10*,
Dus E=1,0 - 10°.

a f(x)=2"+2%geeftf(x)=2*In(2) + 2% - In(2) - -2
Sx)=0geeft 27 - In(2)=2 - 2% - In(2)
2x — 2*2x+ 1
x=-2x+1
3x=1
x=3

Bladzijde 177
‘ > zzx]‘ 2

T qen | 2o L 2 g 2 3 . 32
b O()=[@+2)dv [1n(2)+—2 )l @) 2 ) (ln(Z) 2 1n(2)>

=]

3
_1 i 3% 2
e T DT ) T3
~ _ 27
O(W) = 2k, dus 2k = g
A
k= 161n(2) ~2.43

a f.(x) +fl_(x) =x—xln(ax) +x —xln(ix)z 2x —x(ln(ax) +1n (ix))

=2x— x(ln(ax . %x)) =2x —xIn(x?*) = 2x — 2xIn{x)

T TA) 2% = 2xIn(x)
2 B 2
b f (x)=0geeft x —xIn(ax)=0
x(1 = In{ax)) =0
x=0 v In{ax)=1

=x —xIn(x) =f£,(x)

. ¢
vold. niet ax =e, dus x; = o

L, (x) =x—xIn(ax) geett £, (x)=1—1 - In(ax) —x - é -a=1—In{ax)— | =-In{ax)
[, (x)=0 geeft -In(ax)=0

ax=1, dquT=61:

=¢, dus de verhouding is constant,

=
t
o =2 e
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Bladzijde 178

a 8 —4x=0 geeft x =2, dus de x-codrdinaat van de knik is 2.
Voorx<2isf(x)=4e>*+8—4dxenf(x)=4e> - -1—-4=-4¢27%—4,
Voorx>2is f(x)=4e¢> *—8+4dxenf(x)=-4¢> *+4,
re, = li%lf’(x) =-4e"-4=-8enrc, = lijglf'(x) =-4e°+4=0.

b limde¢? =0

X—x

De vergelijking van de asymptoot is v = 4x — 8.

a gx)=/(x)=1 'ln(x)-t-x-%—1=ln(x)+1—1=ln(x)

Los op xIn(x) —x + 1 =1n(x)
(x—Dnx)y=x-1
x—1=0vinx)=1
x=lvx=e

b Een primitieve van g is f.
2p

[ gydx =[] =1 2p)~1(p) = 2 102p) = 2+ 1= (pIn(p) —p + 1)

g =2pIn(2p) —pln(p) - p
2p

j g(x)dx =0 geeft 2pIn(2p) — pIn(p) —p =0
¢ p(21n(2p) ~In(p) = 1) =0
p=0 v In(4p’)-In(p)=1
o ()
vold. niet In| — =1
p
In(4p) =1
dp=c
p=3¢
Bladzijde 179
a [,/ (x)=0geeft e +axe™=0
¢(1+ax)=0
1+ax=0
|
. -
X

a= fi invullen bij de formule van f, geeft
| 1 . ..
y=xe"=xe! oftewel y = pe2 dus de top ligt op lijn /.
, 1 1 1 1 1 . —
b F/(x)= P X P eF g — ) g = > g%t xe®— ” e =xe™ =f(x), dus F, is een primitieve van f.

1 1
¢ fi(® = geeft xe' = o

O(V)—Jq(%xﬂﬁ(x))dx—[%xz—Fl(x)]Ol - [Zlexz—xexﬁ-ex]ol —0-0+1 ~(2‘—e+§+é)= -2
-
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V=20enT=116 geeft 20 - 116"=C . .
F=30en T=40 geeﬂ 30 - 40 =C }20 116 3040
lléng
40m 20

116\"
( 40 ) =13
29"=1,5
m =2log(1,5) = 0,380...

C=20"116"380-=12224..
Dus m=0,38 en C' =122,

Bladzijde 180
a d=f,,(3)—f,,(0)=5,920... —1,428...=4,491...
§+4491..,
Los op W =0,7.
8-4,491... N
Invoeren van y, = m en ¥, = 0,7 en de optie snijpunt geeft x =11,491..,

Dus /= 11,49.

20,51
b 124963 end=2051 geeft k= —— 20

49,63 —4 - 20,512
1 1 1
yerk(O):ﬂ(e“e”):ﬂ(l th=7

- 1
=0,210..., dus 5-~2,38.

y= 2,38(60,21): + 370,21,\')
I spiegelen in de x-as
y= *2,38(60’2” + e—0,2lx)

J translatie (0;20,51 + 0 21 0 )= translatie (0;25,66...)
h(x) =-2,38(e"21x + ¢ 021%) + 25,27

Bladzijde 181

fiai e™— 1000 _ 0—1000
w10 0—-10
&' — 10 =0 geeft e* =10, dus de lijnx =In(10)is verticale asymptoot,
Dus A(0, 100) en B(In(10), 100},

=100, dus de horizontale asymptoot is de lijn v = 100.

e™ — 1000

Los op =10 =100
e™ — 1000 = 100¢" — 1000
e*—100e" =0
e'(e"—100)=0
e'=100

Dus x = In(100) = In(10?) = 2 In(10) = 2x, en dus is Bhet midden van lijnstuk AC.

a Stelx,=p.
Er geldt g =f(p) =g(p + 3).
f(p)=g(p+3) geeft log(\p) = log((p + 3)\p+3) -~ 1

Voer in y, = log(y/x) en y, = log((x + 3)x +3) — L.
De optie snijpunt geeft x=0,389.., en v=-0,204... en ook x =4,864... en y=0,343..,
Dus g =-0,20 en g = 0,34.

b CD=g(p)~f(p)=log(pyp)~1~log(yp) = log(pf) —1=log(p)~1
CE=f(p) = log(\[p) = log(p*) = 5 log(p)
Cp _log(p)— 1 _2log(p)-2
CE  Jlog(p) log(p) 2

2 .
. 2log(p)-2 . 2log(p)-2 log(p) 2-0
¢ Degrenswaardeis lm ————= lim —————— = lim =
p—=  l0g(p) log(p)—=  10g(p) log(p)—x 1 1
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16.5 Meetkunde

Bladzijde 182

a De stelling van Pythagoras in ABCD geeft BD? +x? = (x + 1)?
BDF =g + 35+ 1%
BD*=2x+1
BD=2x+1

De stelling van Pythagoras in AABC geeft 4B> + x> = (x + 3)*

(V2x+1+4P+x*=x*+6x+9
2+ 1 +8y2x+ L+ 16=6x+9
By2x+1=4x—38
2y2x 1 =x—2
42x+1)=(x—-2)
8x+4=x—dx+4

x*—=12x=0
x{x—12)=0
x=0vx=12

Dus BC =12,
b De cosinusregel in A4ABC geeft a> = b* + ¢* — 2bccos(a).

O(ABCD) =13 - a - 3a\J3 =1a%\[3 =13 - (0*+ & — 2bc cos(a))
¢ De cosinusregel geeft (x + 5> =x>+ 10> =2 - x * 10 - cos(£4)
x2+10x +25=x2+ 100 — 20x cos(L4)
20xcos(£4)=75—10x
75— 10x _15—2x

ol L) 20x 4dx
)
limls_zx:limx ..
w4 x—w 4 4 2
cos(£LA)=-7 geeft £4=120°, dus de gevraagde limiet is 120°.
d ¢:x>+)>—8—2y+8=0 y

?—8x+)y* —2y+8=0
(-4 -16+(y—172—1+8=0
(xr=4y+(y-1 =9
Dus M(4, l)enr,=3.
Stelr,=r,danis MN=r+3, PM=4—-ren NP=6-1=35.
De stelling van Pythagoras in AMNP geeft (4 —r)? + 52 = (r + 3)?
16—8r+P2+25 =, +6r+9
~14r=-32

_32_~2
r=1=23
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e x2+(y—1)2=7}

oy (= 17=7

y+PE—29+1—=T7=0
V=y—6=0
(y+2)(y—-3)=0
y=-2 v y=3
vold. niet
y=3geeftx?=3,dusx=+3vx=-3.
De snijpunten zijn (\/5, 3en (,\/5’ 3).
f mis de middelloodlijn van het lijnstuk AB.

1c,,= _42—_—_11 =-1 dusrc, =S5.
my=5x+b L pr=eid
midden van 4B is (15-,—1%)}2;_29 b

m: y=>5x— 9 snijden met ¢ geeft x> + (5x— 9P —4x —2(5x—9) -8 =0
X2+25x2—90x+ 81 —4x—10x+18-8=0
262 —104x+91=0
2¢*—8+7=0
D=(-82-4-2-7=8
8+22

4

x=

=2+12vx=2-12

Bladzijde 186

%: %, duS rcAC = _2.

AC: y=-2x+ b door A(4, 0) geeft AC: y=-2x + 8.

v =-2x+ 8 snijden met x* + (v — 3)* =25 geeftx* + (-2x +5)> =25
x*+4x?—20x+25=25
5x2—=20x=0
Sx(x—4)=0
x=0vx=4

Dus C(0, 8).
In het geval je bent uitgegaan van £B = 90°, dan krijg je C(-4, 6).
b Cis het snijpunt van de cirkel ¢ met de cirkel d met middelpunt A en straal AB.
dix—4Y+yr=r| , _
doorB(O), -2) } =047+ (27 =20
Dus d: x> —8x+ 16 +32 =20 oftewel d: x> +172 — 8 —4=0.
e X2+ (=3P =25
Py —=ap+9=25
X*+yP—6r—16=0
2 . sl ==
d snijden met ¢ geeft {; 1; _ gi _ 16100
Br+t6y+12=0
6v=8x—12
y=51-2
¥=3x—2 snijden met d geeft x* + (5x —2)*~ 8x—4=0
x2+%x2—]3—6x+4—8x—4=0

255 _ M.
X —3x=0

25 40
x5x—5)=0
40

— _3__
x=0vx=3=5
9
24 4 24 2
x=3geefty=5-5-2=45

Dus C(4%, 43).
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Bladzijde 187

a+pf+2-90°=360° (volle hoek), dus £ = 180° — a.

De oppervlakte van de lichte delen is p* + ¢°.
De cosinusregel in de drichoek met hoek a geett
¥ =p*+q* - 2pqcos(a).

De cosinusregel in de drichoek met hoek f# geeft

s*=p*+q* = 2pgcos(f)=p* + g% — 2pg cos(180° — a) = p* + ¢* + 2pg cos(a).
Hieruit volgt 372 + 35> =3(p* + ¢* — 2pq cos(@)) + 5(p* + ¢* + 2pq cos(@)) =p* + ¢*.

Dus de oppervlakte van de donkere delen is gelijk aan de oppervlakte van de lichte delen.

Bladzijde 188
a In AADNis AD* + DN? =2,
In AADM is AD?*+ (DN —1)2=12,
{AD2+DN2=r2
AD*+(DN-1*=12
DN?—(DN—1¢2=,~—-1
DN?—(DN?-2DN+1)=r -1
DN?—DN?*+2DN-1=r -1
2DN=7r
DN=3r
b DM=DN-1=57-1
CD=3CM=3(r—1)
DM =CD geeft;r*—1=5(r—1)
rr=2=r—1
Pr=r—1=0
D=(-1#-4-1--1=5
1+/5 1-./5
r= > V= 7
r=%+1J5 vold. niet
Dusr=%+%\/§.

11 Stel de straal van d is gelijk aan r.

134

Zie de figuur hiernaast.

In ANPM is (14 — r)? + 82 = (r + 10)?
196 —28r++%+ 64=+2+20r-+ 100
-48r=-160

1
r=33

Hoofdstuk 16
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Bladzijde 189

a In AM\M,M; geeft de cosinusregel
(r+2P=8+(+6)>—2"-8"(r+6) - cos(LM M,M)
P+ dr 4= 64+ 12+ 121+ 36 — (161 + 96) + cos(LM,M,M,)
(161 +96) * cos(LM,M,My) = 87 +96

8r+96  8(r+12) 412

COS(EMMM) = 16,796~ 8r12) 2 12
12
r+12 H B Ll

ST

b lim = lim = =
row2r +12 xhe) 12 240

Dus cos{£ZM M,M;) = ;— en dit geeft LM, MM, =60°.

¢ StelM,P=p.

In APM\M; is 1 + p? = (r + 2)

Petpt=p? bl
PP=4r+4 .. (1)

In APM M, is 1 + (p + 8)* = (r+ 6)
PHpt+1ep+64=r>+12r+36
PP=12r—16p—28..(2)

Uit (1) en (2) volgt 4r+4 =127 — 16p — 28
lop=8r—32
p=ir-2..03)

Uit (1) en (3) volgt (3 —2)>=4r+4
Y2—2r+4=4r+4

12— 6r=0
r(r—24)=0
r=0 v r=24
vold. niet
Dus =24,
Bladzijde 190

Snijden van de cirkel x* + ( — r)* = /* met de parabool y = x* geeft y + (y —r¥ =12
Gyt —DypfgPi=yp?
¥V +(1=2ry=0
Wy+1-2r=20
y=0vy=2r—1

Omdat v =x? is x> =2r— 1 en deze vergelijking moet twee oplossingen hebben.

Dus 27— 1> 0 oftewel 7> 3,

P(p,p(p =37 +2) en A(7, 0) geeft AP = \[(p = 7)* + (p(p — 3/ +2)?
Voer iny, = /(x = 7)* + (x(x — 3)> + 2)2,

De optie minimum geeft v =4,349...

Dus de minimale lengte is 4,35,

16.6 Vectoren en bewegingsvergelijkingen

Bladzijde 191
a coxX?+y—6x—4y—12=0
xXr—6x+1?—4y—12=0
x—32—-9+{y—22—-4—-12=0
(x=3P2+(y—2)*=25
Dus M(3,2)enr=35,
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y=6geeft (x—3)>+16=25
(x—3)2%=9
x—3=3vx—-3=-3
x=6vx=0

Dus A4(0, 6) en B(6, 6).

y=-1geeft (x —3)>+9=25
(x—3y=16
x—3=4vx—-3=-4
x=Tvx=-1

Dus C(-1,-1) en D(7,— 1).

— (6} _(3\_(3\ . =_(1)_(3\_(4
5 =(0)-(3)=(2) e - (3)-()-(3)
- 4
c0s(£BMC) = cos(£(MB, MC)) = 75 = =
dus ZBMC = 163,7°.
b PQ2—1,5+30)
APP=(2 =R+ (3t—P=4—4t+ R +92 -3t +5;= 102 - Tt +45
BP =(~1— 2"+ (31— 252 = + 41+ 4+ 92 — 151+ 65 =102 — 11+ 10}
AP>=BP? geeft 104 — Tt +45=1072 - 11+ 105
4t=6
=1;_
= 15 geeft P(3, 5)
— _(5\_(1\_{[4
e a8 -(})-(o)-(}

P(p, :p*— 13p + 1)op de grafick van 1.

o B
i -lUp+1] o) i -1ip+1

Er moet gelden AB - AP =0
R
1 jqu—lipﬂ-l
AMp-1)+3p—13p+1=0
Ap—-4+ip—13p+1=0
2+ 255~ 3=0
pP+1lp—12=0
(p-D(p+12)=0
p=lvp=-12
p=1geeft A(1, 0) en p =-12 geeft P(-12, 52).
d P(1+2t1+7)
d(P, x-as) =1 +1|
31 +20+4(1+)—12| |3+6r+4+4t—12 [10¢-5]
d(P, k)= = = =
JE+ 3 5 5
d(P, x-as) = d(P, k) geeft |1 +1| =2t — 1|
L+=2t—-1v1+i=-2¢t+1
-t=-2v3t=0
t=2vit=0
=2 geeft straal = 3 en = 0 geeft straal = 1,
e Lijn/door A(-1, 1) loodrecht op k: 4x + 3y =12,

I 3x—4y=c}cz3_4:7

AP -

|2¢—1|

door A(-1, 1)
Dus /: 3x — 4y =-17,
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k snijden met / geeft het punt P.
{4x+ 3y=12 ‘;1‘ sl {16x + 12y =48

ety Ox-13y=21,
25x=27
=27
27 x*zs27
x=3en4x+3y=12 gEEft4 _54_3},:12
3y=%
_ ot
¥ =3

Dus P(1=, 253).
f Cirkel met middelpunt 4 en straal 5,
Dit geeft de vectoren ¢, en ¢, op k.
Met de parallellogramconstructie vind je b, en b,.
Zie de figuur hiernaast.

Bladzijde 192
a a\x=jx geeft a2 = ;x3
x=0v };x =a
x=0vx=4d’
Dus S(4a°, 2a%).
s {-42 S, 2
S0 = (_‘2‘22), dus SP = SO, = (_24‘;2).

— —  — (47 2a*\ 6a2) 9 .
0P_OS+SP_(2Q2)+(4a2)—(2a2 , dus P(6a’, -2a%).

b Stel}’;::p, dan inF=3p—3 enﬁ)’=(3pp_3).

2

— — [ p
PO =0P, (3p y 3)
5707, ()
00 =OP + PQ ( » p+3) " lap 3
x=4p—3 ‘1‘ x=4p—3
{V_2p+3 of Ecet {2y—4p+ 6.
x+2y=3
Dus/:x+2y=3.
¢ x()=31~+2t—3 geeftx(r)=1+2
W) =5 —2t+3 geefty()=1-2
VO =+ 2P+ (—2P =R +4t+4+L—-4t+4=2£+8
De minimale snelheid is \/8 =2/2 voor 1 =0,
d x()=0geeftP—4=0,dust=2v¢=-2,
{ =-2 geeft het punt 4(0, 16).
x(0) =7 — 4 geeft x'() = 21, dus x'(-2) =4,
W1y = (t— 2)* geeft y(£) = 2(t — 2), dus v(-2) =-8.
De gevraagde snelheid is v(-2) = \/(x(-2))2 + (' (-2))* = (-4 + (-82 = /16 + 64 = /80 = 4,/5.
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— (1+38 (6} _
e P(l+3r,5+t),dusAP(5+[) (0)(

3r—5) (3
APJ‘l’dus(t+5).(l)_0

33t—=5)+t+5=0

9 —15+r+5=0

10:=10

=1

t=1 geeft P(4, 6) en BP = (2) B (g) B (g) - (%)
7= (0)-(0)-13) (3
(32) ' (T) _6-2_ 4

NIERNCIRNC NG

3:—5)
t+5)

cos(LABP) =

Bladzijde 196

dus £ZABP = 60,3°.

| @ y=axsubstitueren in (x — 1> +1? =1 geeft (x — 1)* + (ax)*= 1
¥ =28+ 1+ =]

(@ +1)x?=2x
x=0v(@+1x=2

x=0vx=

2
2 2a — | a@+1
DusS(a2+l,a2+l>enSO 9w |
a+1
2 2a 2a+2
oI R (- | a+1|_[ad+1
OP =0S + 80, = iy + D bl PR
at+1 at+1 a+1
Dusxp=2£;—+23ny,,=2§_2.
a+1 a+1

a*+1

b De cirkel gaat door O(0, 0) en heeft dus een vergelijking van de vorm x* + 3 + mx + ny = 0.
a=1geeft P2, 0)endit geeft4+0+2m+0=0, dus m=-2,
a=-1 geeft P(0, -2) endit geeft 0 +4+0—-2rn+0,dus n=2.

Dus x> +3?—2x + 2y = 0.
_2a+2

, (@+1)-2-(Q2a+2)-2a 2a2+2—4a>—4a 24> —4a+2

© =) geeftxp'= @17
xp'=0geeft-2a*—4a+2=0
a+2a-1=0
D=2-4-1--1=%
-2+.8

2

a=

=-1+\2va=-1-.2

R O|-1++2 &

Dus x is maximaal voor a =1 + /2.

Hoofdstuk 16
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P(p, 28 +27%)

— 2 3 1 _ p—1
AP*(2P+2-2P) (2;) (2P+2-2P—2};)
R EINANE

ol T

—_— o —i p—1 ) I
APJ_AQ, duS(2p+2_2p_2}I) (l%) 0
p-1+12@+2%-2h=0

Voeriny,=x—1+ 1%(7} ) 2 2:—1) en gebruik de optie nulpunt.
Je krijgt x =-0,674..., dus de x-codrdinaat van P is ongeveer -0,67.

Bladzijde 197
a 4B = (8) = (g) = (762), dus een normaalvector van de middelloodlijn van 4B is (731).

Het midden van AB is (3, 1).

Ix—v=c

door (3, 1)}(’:3'3_1=8

3x—y =28 snijden met k geeft 3(2 +4r) — (1 + 51)=8
6+12t—1—-5=8
7:—3
t_,

=—geeftP(2+— 4, 1+- 3= P(37,37)

b PQ+4:1+50)
d(P, y-as)=2+4¢

| %=—§ en m door A(0, 2), dus m: y=-3x +2 oftewel m: x + 3y =6.
AP, m) 2+4t+3(1+50—6| |19:—1]
Y= =
’ J1IZ2+ 32 10
19x — 1] vl

Voeriny, =2+4xeny,= Jio
De optie snijpunt geeft x =-0,168... enx = 1,153...
Invullen in 2 + 47 geeft 1,327... en 6,613...

Dus de stralen zijn 1,33 en 6,61,

1 _ p
P(p,—5p+3) geett OP*(_%}H_?’)

. 1 —3
OP’=OPL=(2p )

p
1 1
- = el sP— I5p—
5=0F+0P.=| 2 |+ %-(P 73
“p T3 p 2P+ 3
x=1'5p—3‘ ‘ x—lzp 3
y=3p+3 13 y=13p+9
x—3y=-12
—Byi=E 12
J;:%x+4

Dus m:y=%x+4.

¢ (x— 142 + (y — 8)2 =100

c snijden met de x-as geeft (x — 14)* + (-8)* = 100
(x— 142 =36
x—1l4=6vx—14=-6
x=20vx=8§

Dus A(8, 0) en B(20, 0).

s b0 (6) 2 () (5) G-+ ()23

Dus Z(12, 23).
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| ¢ (x— 1P+ (y—T)12=25
x=teny=2t

Bladzijde 198
a x(N=3F+t+1 geeftx(t)=61+1

W)=32—t+1geeft y()=6t—1

v(t)= (61 + )2+ (61— 1Y} =367+ 12t + 1 + 3622 — 12t + 1 = \[722 +2

De minimale snelheid is \/2 voor = 0.

De vergelijking y(¢) = 0 heeft é&én oplossing,

dus de discriminant van af® — ¢ + 1 =0 is gelijk aan nul.
D=1—-4a

D=0geeft] —4a=0, duSa=37.

x(H=0geeft 1 —~=0,dusr=1vi=-1.

t=-1 geeft O(0,0) en 7 =1 geeft A(0, 4).

X(O=-2teny()=2(1+1)

X(1)y=-2eny(l)=4

De gevraagde snelheid is v(1) = \/(-2)? + 47 = {20 = 2,/5.

x+y=1=-FP+(1+P=1-2+1+2+2=2+2f=2(1+1)
Do .- 2

3(;x=+(}1))+ t)gz(l +OP=4(1+1) } By

Bladzijde 199
a ZCBP=90°, dus B op de cirkel met middellijn CP.

Dus middelpunt M(3(-4 +2), 1 (-4 +3)) = M(-1,-3) en
MP*=Q2 -1+ (3 —-3?=9+12;=213.
Dit geeft van de cirkel de vergelijking (x + 1)2+ (y +3)* =213,

D(4.-8) en P(2, 3) geeft DP = (2) N ( ; ) B (2)

w0

= (4-20\ (4\_{8-2
O(4 — 21, -8 + 1) en C(-4, -4) geeft CO (—8+11t) (_4) (_4““)

=2 8—=21 ) _
CQJ_DPgeeft(“) (4+11t)k0

“28-20+11(-4+115H=0

-16+4r—44+121i=0

125¢=60
_12
=3

=1 geeft 04 — 32, -8 + 22) oftewel O3, 232).

¢ Noem de bij zijde CD horende hoogte /4.

O(ABCD) = CD - DA
=1 5y
O(ACDQ) fCD h Lh=%.p4
O(ACDQ) = 0(4BCD)
Dus DQ =3 - DP.

@=@+@=E+%-ﬁ=(4)+§-(_2)=(4)+(§)=(2§)
3

-8 11/ \-8
Dus 023, -3).

(—12+i(2t— TP =25

=2 A= 28+ 49=75
52 —30t+25=8
F-6r+5=0
(t—D{—5=0

t=1vit=5

De snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10).
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Bladzijde 200

a Teken de cirkel met middelpunt het eindpunt van w, en straal 6.
De snijpunten van de cirkel en de kustlijn zijn de cindpunten van de vectoren w .
Teken parallellogrammen met zijde w, waarvan de vectoren w, diagonalen zijn.
Teken de vectoren w,, zie de figuur.

N
wipo
&
zee
Bladzijde 201
b N / i
4
v
W &)
z § e
& : e
= 45° 5
30° -
’
rd
v
4
et .
olf? \oor
3
: 60° )
— w
W, 45 2 e
5
=
l/VI
land
A
7,
7
e
’ 3
Cd
4
r B

ZAOC=60° +45° =105°, dus LOA4B = 180° — 105° =75°.

De cosinusregel in AOAB geeft OB = 04>+ AB* =2 - OA - AB * ¢co8(LOAB)
OB%*=5%+3*—2 ~5+3 ~co8(75%)
OB*=39623.,,
OB=35,12...

Dus de gevraagde snelheid is 5,1 m/s.

Bladzijde 202
a Het midden van CS'is (3(0 +2), 5 (4 +2)) = (1, 3).
c: (x—3)* + (¥ —2)* =r’door A(4, 0) geeft
=124 (22=5dusc;: (x—3)*+(y—2P2=5
AC: y=-x + 4 snijden met ¢ geeft (x —3)* + (-x +2)* =35
X—6x+9+x2—4x+4=5

2x2—10x+8=0
xP=5x+4=0
(x—D(x—4)=0
x=1lvx=4

xp=1geeftyvy=-1+4=3, dus F(1, 3).
Dus F'is het midden van CS.
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Ta_=_=_ (Y _ {3\ _[2

wo-z-i=()-()-(3)

=i == o)) (3

MG - mz(‘z) . (712)=—2+2=0, dus Z(MG, MA)=90°.

Z(MF, MB)y+ Z(MG, MA)=90° + 90° = 180°

Dus de oppervlakte van de twee sectoren samen is gelijk aan de helft van de
oppervlakte van de cirkel.

a Als Pop k ligt, vormen A, B en P niet de hockpunten van een drichock.
X
—+

ko %z 1 oftewel x + 4y = 40
k snijden met m geeft 18 + 5¢+4(30— 3 =40
18+ 5¢+120—12t=40
-Tt=-98
=14
Dus P(88,-12).

" ZP’:E—EZ(ISHI)*(0)=(18+5‘)

30-31 \10/ \20-3¢
2B _=_7_(18+5r)_{40)_(-22+5¢
e (30—3z) (o) (30—3r)

AP LBP geeft,ﬂ" “BP=0

(18 +5t) ) (722+5t)=0

20—-3¢ \30-3¢

(18 +50H(-22 +50)+ (20— 3H(30 =31 =0

=396 + 907 — 110z + 257 + 600 — 607 — 90t + 92 =0

347 170t +204=0

£=5t+6=0

(t—2)(t—3)=0

t=2vit=3
t =2 geeft P(28, 24) en AP = /980 en BP = \[720, dus AP # BP.
t=3 geeft P(33,21) en AP = /1210 en BP = \490, dus AP # BP.
Dus driehoek 4BP is niet gelijkbenig, dus zo’n positie is er niet.

16.7 Goniometrie

Bladzijde 203

a cos’(x)+ 13=1/3 - sin(x)
1 —sin’(x) + 13= /3 * sin(x)
sin2(x) + /3 - sin(x) =25 =10
Stel sin(x) = u.

w+\3-u—2;=
D=(f3P-4+1--2;=12

-3+23 323
Ry B
sin(x) = 5\/3

x=%n+k~2nvx=%n+k~2n

xin [0, 2n] geeftx=1nvx=3m
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b De omtrek, dus ook de straal, van ¢ is drie keer zo groot als de straal van de eenheidscirkel.
Dus r=3,M(4,0)ena =4.
De amplitude is 3, dus b= 3.
De omlooptijd is 30 seconden, dus ¢ = :32—3 =&

O gaat stijgend door de evenwichtsstand op 1 =3 =71, dus d =75,

_sin(z+ ‘IETL') + sin(t — iﬂ)

cos(t + +7) + cos(f — +m)
sin(7) cos(3 1) + cos(f) sin(37) + sin(£) cos(37) — cos(7) sin(3 )

- cos(t) cos(é ) — sin(t) sin(é ) + cos(r) cos('git) + sin(f) sin('gn)
_ 2sin(0) cos(zm)  2sin(f) < 3\2
2cos(1) cos(é:rc) 2 cos(?) - '5\5 -

Dusa=§ 6.

tan(7) - % =1/6 - tan(r)

d s=13—cos(st) — ycos’(r) geeft
§’=y= sin(% r) - % — %cos(t) - —sin(f) = %sin(% )+ %cos(t) sin(7)
Voerin y, = lgsin(l:x) + %cos(x) sin(x).
De optie maximum geeft x = 3,8409... en y = 0,7160...
Dus de maximale snelheid is ongeveer 0,716 m/s,
e f(x)=2+sin(x) — cos’(x) geeft
F(x) = cos(x) — 2cos(x) * -sin(x) = cos(x) + 2 cos(x) sin(x)
S(x) =0 geeft cos(x)(1 + 2sin(x)) =0
cos(x) =0 v sin(x) =-3
x=im+k-mvx=-in+k-2nvx=Ilin+k-2n
xin[0,27] geeftx=3nvx=1invx=linvx=13xn
De toppen zijn (37, 3), (137, 1), (1im, 3) en (12T, 3).
f 1-—sin’(x)=0 geeft sin’(x)=1
sin(x) =1 v sin(x) =-1
x=in+k-2nvx=1in+k 2xn
x= ]511 +hom
cos(x) - (cos(2x) + 1) =0 geett cos(x) =0 v cos(2x) =-1
x=;—n+k'nv2.x=1t+k-27t
x= ;—;rc +k-'m
Dus voor x = §n+ k- wkrijg je %
1 —sin’(x) B cos?(x) 3 cos?(x) 1
T = o - (os@) + 1) cos() - (2eos2r) ~ 1+1)  cosx) - 2605°(x)  20s()

xllf?ﬂ Toos bestaat niet, dus de grafick van f heeft geen perforatie.
Ccos*()—1  -sin’(x)  -sin(x)
L R o e e e
sin(x) # 0 en x tussen '511 en l%n geeft x # .
, i SN0 0
;}ﬂf(x) _J}IE,ITZCOS(x) =570
Dus de perforatie is A(r, 0 S
us de perforatie s A(m, 0) en g(x) = Beosls)’
, . 2cos(x) - —cos(x) +sin(x) - -2sin(x) -2cos*(x)—2sin*(x) -2 -]
g = 4cosi(x) 4cos’(x) " 4cos’(x)  2cosi(x)

’, -1 1
g(ﬂ)=m=—§, dusrc, =2.

A 2 b=0
s b=-2n

Dus k: y=2x — 2.
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h £,(x)=5p geeft cos(x) =3, dus x = 5.
O(V) = J- (pCOS(x) — ;—p)dx = [p Sil’l(x) _ %px]zn =pSin(%ﬂ) 3 é—np o
0
O(V) =2 geeft p(sin(3m) — 1) =2

PE3—§m) =2
pz%:5,84
NI
Bladzijde 204
a A(2cos(t), 2sin(r))
OC=b+BC=h+BA,
= _ Zcos(t)—4) — :(
BA (QSin(t) , dus B4,
b Los op |sin(2¢)| = |sin(7)|
sin(2¢) = sin(f) v sin(2¢) = -sin(z)
sin(2¢) = sin(f) v sin(2¢) = sin(-f)
2t=t+k-2rv2U=mn—t+k-2mnv2U=-ttk-2nv2i=ntitt+k-2n
t=k-2nvi3t=n+k -2nv3t=k-2nvi=n+k-2n
t=k-2:rtvr=%:rc+k-%nvt=k-%7{vr=7{+k'27:

e P et}

tin[0,2n] geeftt=0vi=nvi=2nvi=invi=linvi=3invi=15n
Het vierde tijdstip is £ = 137
¢ v()=0 geeft sin(f) +cos(2) =0
sin(f) = -cos(2f)
cos(f— %1{) =cos(2t+ 1)
t—in=2+n+k-2nvi-gn=-2t—-n+k 2%
“t=13m+k-2nv3t=-gn+k-2n
t=-lin+k-2nvei=-in+k ix
tin [0, 2n] geeft t=3nvi=lgnvi=1in
t,=1¢men t,= 127, dus het duurt 137 — 137 =37 seconden,
4 = (cos(t)?’—Sl; g?n(2t))
t,= 17, zie vraag c.
51 ~3sin(1%7) 3-4 3
"“6")‘(cosaén) —2sin(2%n))_(é\ﬁ—2 - %ﬁ)_(%\/ﬁ)
De snelheid in 4 is w(15m) = \3)° + (3,37 = § + T = 0 =3 mss.

S -2s8in(2f — 1) _ 2 sin(2¢)
B V= (2 sin(f) cos(f) + 4 cos(4t)) - (sin(Zt) +4 cos(4t))

=1 . Zsin(%n) _ 2-1 =2
vGm (Siﬂ(%ﬂ)+4608(n)) (1+4-—1) (—3)
oo 2sin(lzm) ) 2e-1 ) _(=2
. Lo (Sin(l§ﬂ) +4cos(31r)) a (*1 +4 - 71) (—5)

(é)(g) 415 11

cos (£(v(Gm), V(Gm) = T T T

De gevraagde hock is ¢ = 55,5°.

Bladzijde 209

| z=1- cos(t) + gsin(f) geeft % = sin(7) + 1 sin(7) cos(7)
Voer in y, = sin(x) + isin(x) cos(x).
De optie maximum geeft x=1,344.., en y = 1,029...
Dus de maximale snelheid is 1,03.
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x(t) = 0 geeft sin(2¢) + sin() =0
sin(27) = -sin(z)
sin(2£) = sin{-¢)
2t=-t+k-2nv2t=n—-t+k-2n
3t=k-2nvi=ntk-2n
t=k-3nvi=n+k-2n
O<r<mgeeftt=3n
2¢0s(20) + cos(t))

x(t) = cos(21) - 2 + cos(t) en y'(£) = -sin(r) geeft v(r) = ( i1}

T 2cos(1%:rc)+cos(§1r) _ 2-{:—% _ 71%
3 ~sin(3m) -33 ~3\3

Dus de snelheid in B is \/(-127 + (53 =3+ 3= /3.

Er is een perforatie als 1 + cos(2x) =0 A cos(x) =0
COS(Zx)Zfle:%:rc+k‘it
2xx=n+k-2nAx=intk-x
x=intk - mAx=int+k-=x
x=lntkem

(1 +cos(2x) [ 1+2cos*(x)— 1 _ [ 2cos*(x)
lim|————+1 )= lim|—————+1 )= lim|————+1
x—in\  COS(X) x—ln cos(x) x—in\ cos(x)

= lim (2eos(x)+1)=2-0+1=1
x—im

‘ (HCOS(Z")H) lim (2cos(x)+ 1)=2-0+1=1
e = lim COS(X =L =
x—lkx\  cos(x) x— b

Dus de perforaties zijn (+7, 1) en (137, 1),

a f(x)=6sin(x) — cos(2x) geeft f(x) = 6 cos(x) + 2 sin(2x)
S(x)=0 geeft 6cos(x) + 4sin(x)cos(x) =0
2cos(x)(3 +2sin(x)) =0
cos(x)=0 v sin(x)= 71]5
x=%im+k-mgeen opl.
b f(1in—1)=-3,6579...
De gevraagde afstand is 5 — 3,6579... = 1,34,

Bladzijde 210

= 2n _
a Voeriny, =125 cos(745x> en y, =40,

De optie snijpunt geeft x = 147,62... en x = 596,37...
De droogligtijd is 596,37... — 147,62... = 450 minuten,

b De grafick van 4 is symmetrisch in de lijn r=17,

L+t =745
Dus{tz—tl=D

2,=745-D

11:7375_%‘0
Bty = 2T 745 1y __m
z=h(t,) 125cos(745(2 2D)) 125cos(n 745D)
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Bladzijde 211

- __m dz _ . m__ 125z sinlm—
€ z= 125cos(n 745D>geefth 12531n(7c 745D) 745~ 745 S (TL' 745>

dz 125% of 125 & 125

[dD]D=3725 745 ° ( a5 42 5) 745 ° sin(3m) = 745
o . 745

Dus de helling bij figuur 16.137 is 1250~ 1,9

D=8 1072 + 1,7z + 372,5 geeft %:2,4 210422+ 1,7

@] _

|:dZ z:0_ 1,7

Dus de helling bij figuur 16.138 is 1,7.
g(x) =0 geeft 3 — \/Z =0

2x79
x=43, dus x, =43

£(x) = 3cos(2x) — /2x geeft
. 1 . 1
(x)=-3sin(2x) - 2———="+ 2 =-6sin(2x) — —

fx) (2x) o (2x) 7
Los op f(x)=0.

; 1
Voer in v, =-6sin{2x) —

ny, n(2x) \/ﬂ
De optie nulpunt geeftx=1,617..., x =3,108... en x =4,739..,
Dus x, =4,739... en dit is groter dan x, = 4,5, dus B ligt rechts van 4.

Bladzijde 212
a  x({)=cos(f) + sin(2¢) geeft x(t) =-sin(f) + 2 cos(2/)
W) =2 cos(r) geeft y(£) = -2sin(?)
W) = J&(0)* + (V(0)) = J(-sin(@) + 2 cos(20))* + (-2 sin(7))*
Voer iny, = \/(-sin(x) + 2 cos(2x))* + (-2 sin(x))>.
De optie maximum geeft x = 1,57... en y = 3,60...
De maximale snelheid is 3,6 m/s.
b v(f) =x(7) geeft 2 cos(r) = cos(f) + sin(2¢)
cos(f) = 2sin(t) cos(r)
cos(f)=0v 2sin(r) =1
cos(f) = 0 geeft O
sin(f) =73 geeft 1, =tmen f, =
De beweging van A naar B duurt gTC = és'r = %n seconden.
2cos(t + 1) — 2 cos(f)
cos(? + m) + sin(2(z + 7)) — (cos(r) + sin(21))
: -2 cos(f) — 2 cos(r) _ —4cos(1)
 —cos(r) + sin(27) — cos(f) — sin(2f) -2 cos(r)
Dit is voor elke ¢ met cos(f) # 0 gelijk aan 2 en dus onafthankelijk van ¢,

Ay
¢ helling= T

Bladzijde 213

De omtrek van ¢, is 21 =2x - 3 =n, dus de omtrek van ¢, is 4 en dus is de straal van ¢, gelijk aan 2.
Dus /=2.

Het middelpunt van ¢, is (0, 13) en de evenwichtsstand van Yols 13, dus k=13

Een rondgang van Q duurt 12 seconden, dus m = % = é—TE.

Het punt Q gaat een kwart periode na ¢ = 0 omhoog door de evenwichtsstand, dus n =3,

a Er moet bewezen worden dat cos(n — @) sin(2(n — a)) = cos(a) sin(2a).
cos(m — @) = —cos(a)
sin(2(r — a)) = sin(2n — 2a) = -sin(2a)
Dus cos(m — a)sin(2(n — a)) = —cos(a) * —sin(2a) = cos(a) sin(2a).
Dus beide punten bevinden zich recht boven elkaar en dus is de lijn door de punten verticaal.
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b Er moet gelden [y(r)| =2 - [x(7)|.
|cos(t)| = 2 - |cos(r) sin(21))|
cos()=0v2-[sin(20)|=1
cos(f) = 0 geeft 1 = tn v ¢ = 137 en deze laten we buiten beschouwing.
|sin(20) =3
2=tn+k-nv2=3in+k-x
t=%n+k~é—nvr=%n+k- %s'r
0<t=<2m geeftt‘:%nvcﬁ%nvr= 1%nvt= 1%nvt=%nvt=%nvr= l%nvt‘: l%n
Het vierde tijdstip is = 5.
¢ OF - (cos(t) sm(2t)), s T = (; 12 ) 1) _ ( %l\/i )
cos(?) ’ -3V2 -3V2

x(t) = -sin(?) - sin(26) + cos(?) * 2 cos(2r)

- [2cos(f)cos(2r) — sin(t) sin(21)
0= -sin(t) )
=5 _[2cosGm)cos(1im) —sinGm)sin(l3m)| (2 -5y20- 521} (12
ti sinG) e L2
Dus voor =37 geldt OP, =,
Bladzijde 214
sinfe— ) sin{a)cos(f) — cos(a) sin( f)
a tan(fa—pf)= =

cos(a—f)  cos(a)cos(f) + sin(a) sin( )
Delen van teller en noemer door cos(a) cos(ff) geeft
sin(a)  sin(f)
cos(a)  cos( ) tan(a) — tan(f)
(e = lalsin(f) 1+ fan(@) - fan(f)’
v cos(a) cos(ff)

5 2
tan(a) — tan( f) x x  T5x—27x 48

b tan() =@ =S T @ an(f) L1521 2+75-27 2 +2025
X X

I+
48x
¢ 807z 0s N

e (x* +2025) - 48 —48x - 2x _ 48x2 + 97200 — 96x? _ 97200 — 48x’
(x? +2025) (x? +2025)? (% +'2025)

g'(x) =0 geeft 97200 - 48x* =0

48x2= 97200

x2=12025

x =45 (x=-45voldoet niet)
De afstand is 45 meter.

Bladzijde 215
COos

a f(x)=2 geeft — 2(2) =2

-sin
cos(x) = -sin?(x) - \/2
cos(x) = (1 — cos(x)) * /2
cos(x) = cos2(x) * 2 — /2
cos3(x) * 2 — cos(x) — 2 =0
Stel cos(x) = u.
W \2-u—+2=0
D=(-12—-4-2--\2=9
1+3 4 1-3 -2 |
=2 s Bvu=—2="2=1f
"ol 22 AL 22 22 2
cos(x) = /2 vold. nict v cos(x) =-1./2
x=%n+k~2nvx=—%n+k-2n

= =1L
Dus x,=3menx, = 13T,
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b Er moet een waarde van x zijn waarvoor cos(x) =0 A p — sin’(x) = 0.
cos(x) =0 geeftx = %7: +k'm
Voor x =3m + k - m is sin’(x) = 1.
Dus de noemer wordt dan 0 als p = 1.
_ cos(x)
h)= 1 — sin?(x)
. cos(x) . cos(x) 1
JE?,: 1 —sin?(x) xlﬂ—lr[ cos(x) xg?n cos(x)
Deze limiet bestaat niet, dus er is geen waarde van p waarvoor de grafiek van f,
een perforatie heeft.

¢ f0)=—= 113’ dus P(O, 19

_0
o hge-bawole-1)

1 1 1
2x)=—F+=—, dus R(Zn, —)
AC pr- P P
AL
= 2.
PO i pr
1.1
oo PP 2
R In—n prn
PO L OR, dus rcp, * reg, = -1
2.2
pm pr
4 _
p2ﬂ2*
p2ﬂ2=4
4
%
P e
2, 2
P=aVP™ ¢
Bladzijde 216

a Ermoet gelden AC*=2 - BC%.

AC? = (cos(?) — 1)* + sin’(7)

BC? = cos*(f) + (sin(t) — 1)?

Voer in ¥, = (cos(x) — 1)? + sin’(x) en y, = 2(cos*(x) + (sin(x) — 1)?).

De opne smjpunt geeft x= O 927...eny=0,8, dus = 0,93,
b OF=0C +CF = OC+CBR

_7_=_(0\_ CO‘E(E)) _ ( -cos(?) )

CB=b-¢ (1) (sin(t) 1 = sin(7)

— _(1- sin(t))

CBr ( cos(?)
_ (cos(t)) 3 (1 = sin(t)) _ (1 —sin(f) + cos(t))

sin(f) cos(t) sin(z) + cos(?)

a v(f) =0 geeft sin(2r) = sin(7)
=t+k-2nv2=n—t+k-2n
t=k:2rv3t=nt+k 2n
t=k-2mvi=sn+k-in

0<t<2mgeefti=0vi=2nvi=invi=nvi=1in
x(0)y=x2m)=1-0=1

*(Gm)=-3-3{3

x(my=1-0=1

w30 =-k+ 13

P P
Dus x, =-5—3+/3.
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b x(f) = cos(2¢) —sin(2¢) geeft x(r) = -2sin(2f) — 2 cos(2r)
¥(£) = sin(2r) — sin(r) geeft y(£) = 2 cos(21) — cos(r)
x0)=-2,y(0)=1, x(n)=-2, y'(m) =3

-2\ (-2
coliij= 1 3 _4+3_ 7
5y B e
0 ~29,7°
—— R T—
[F] a A(p)=j 2sin(x) dv = [-2cos(x)]| " =-2cos(n — p) + 2cos(p)
P

=2cos(p) +2cos(p)=4cos(p)
b O(W)=34(p)=2cos(p)
O(W)=(n~p—p) - f(p)=(n—2p) - 2sin(p)
Dus 2 cos(p) = (m —2p) - 2sin(p).
Voer in y; =2cos(x) en y, = (r — 2x) * 2sin(x).
De optie snijpunt geeft x = 0,405...
Dus p=0,41.
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Gemengde opgaven

13 Limieten en asymptoten

Bladziide 218
x*—9x o — Q) s _
a P—ngz—9 Al—>3 x2-9 731—]3}.){ 3
2a _
2a—x2 e P _0-1_
e v e R - s P
-
SR CC R () R SN S
e 310" nm w3 T4IN(0)  meysw 3 IR
In(x)
. e¥—eb . (er—e)ertel)
dl — =l o +3=_ 3+3=_23
x}—rg e’ —ef xl—rg *(6’”*63) xl—% (ex E) (B E) ¢
e2)c+2
. 2x+2 . 62\- . 62 32
1 =1 =1 - =¢?
§ iSatTt2 domy . 2 xL‘fLH% 1+0 °©
e\’
ln(l>
- x ; e o
P02+ 00 w2 F30E) a2 T 3M0) g 2 L5 0%3
In(x)
x+3x+2 (x+ D(x+2)
a flx)= — =
1 x+Dx-1
Er is cen perforatie alsx=-1.
. (x+DEx+2) | x+2 -1+2
= i e ie—1) a1 -1-1 ©

Dus de perforatic is A(-1, -3).

)= X—3 _ x—=3
) =3 D)
Er is een perforatie als x = 3.

. 3 . 1 1
Eﬂg@)ffhx+na AT TS I T

Dus de perforatie is B(3, 5).

Stel k: +b 7 —i
tel k2 y=ax meta—Ax—3471—4

3
yeigx b | s 1
deorAt-1,-3) " 2
b=-%
16
Dus k: y= l6x ,56
1oy =3x-5
3x—16y=35
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P+ 3x+2 T DE+2) x+2
b f="12_3 T+ DE-1) x-—1
G- 1-@+2) 1 x—-1-x-2__ -3

mits x # -1 geeft

J)= (x— 1) x-1?2 (- 1)
-3
re,=f10) = el
NS ly=-3x-2
(0) =2, dus C(0,-2)
2
1+=
. o xt2_ T x 140
xh—rfc}of(x) _xh—I)Ic}ox - 1 xlgl}ol _ l 1 - 0 L
X

Dus de horizontale asymptoot van de gratiek van fis de lijn y = 1.
__x=-3 = x-3 1 ;

g(x)—xz—lx—3 S+ Dx—3) x+1 R 20

x+1=0geeftx=-1

Dus de verticale asymptoot van de grafick van g is de lijn x =-1.

Dus D(-1, 1}.

x=-leny=-3x—2geefty=1

Dus D ligt op /.
4+ 4x—15 22x+)—6x+dv—15 _ x—15 _ (2x+3)+3-15

R EL A v 2x+3 Ty T s

12
=1 313

lim 2 =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = 2x — 1.

2x+3 =042 +4x — 15 # 0 geeft x=-13, dus de verticale asymptoot is de lijn x =~-13.

42 +4x—15 2x(2xta)—2ax+4x—15 2ax+4x—15
b L= nva 2x+a R g
Voor scheve asymptoot y = 2x moet gelden dat -2a=-4, dus a = 2.

; s ; 15
Want dan is f (x) = 2x 2x+aenxh_,1{.102x+a 0.

42 +4x—15  (2x—3)(2x+5)
€ =Ty T 2xta

Er is een perforatieals a =-3 en als a = 5.

. . (2x—3)2x+5)
lim fh(x)=lim ——————=lim 2x+ 5)=3+5=8§
x— 13 x—=13 2x—3 x—1%

Voor a = -3 is de perforatie (1%, 8).

i - iy T BMEERT i e 8 e e
e L= M kT iy -

Voor a = 5 is de perforatie (72%, -8).

a 2¢"—4=0nec"+1+£0
2er=4Ane"£-1
e=2
-x =In(2)
x=-In(2)
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-In(2).
. . et +1 . e¥+et 0+0
S = W m—d B4 2-0
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

0
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152

+
b ﬂyyzigmﬂziw}4:4

et L==2igF 44
e¥—3+2e*=0
-3 +2=0
(e — 1)t —2)=0
¢=1ver=2
x=0vx=In(2)
y

i

|

|

I

L | n@)

o] | *
i o
I

I

I

i

x=-In(2)

f(x)=-1 geeft x <-In(2) v 0 < x < In(2)

Bladzijde 219
i aat als lim(x” + =i +
a }1_13 /5 4(x) bestaat als l]g(x 4px) }clle(lx q)
4+8p=4-+g¢q
q=28

ll_rg J»4(¥) bestaat als 11%131(2)5 +q)= lifsl(f —4x +p)
6+g=27—-12+p
q=p+9
Sp=p+9
=9
p=13
g=12+9= 102
b A(3, 10) is een perforatic als li%l(zx +g)=10 A liinr31(x3 —dx+p)=10
6+g=10A27-12+p=10
g=4Ap=-5
_4p
¢ f,, heeft een extreme waarde voor x = -1 als N -1
p-t
lgg&Aﬂb%mMamq:p+9¢msq:%+9:9%

a De grafiek heeft een knik voor x = p.
De top met horizontale raaklijn ligt rechts van de knik.
Rechts van de knik is x > p, dus f,(x) = (x — p)(e* — 3) en
La=1 (= 3+ k-n) * @ =r-p g3,
£ D) =0geeft (-1 -p+1e'-3=0
-pel=3
p=-3e

Gemengde opgaven
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vy Jx—pt+1)e"=3voorx>p
b ) {—(x—p+ e +3voorx<p
lim f,(x) = im(-(c—p + et +3) = ¢ =3
xTp x1p

limf’(x)zlim((x —p+1)e-—3)=e’ -3

Geen knik als hmf (x)—hmf (x),dus als —e# +3=¢/—3
2¢=6
e’=3
p=1In(3)
. o JE—2)(e*—3) voorx =2
¢ A0 =k-2lE-3) {(x—z)(ev—3)voorx<2
s JEx— et —3 voorx >2
A {—(x— l)e*+3 voorx <2
1iTnzlj;’(x) = li%rzl(—(x —1)e*+3)=-¢>+3

lim/,/(x) = lim((x — 1)e* - 3) =2 —
himple) = imie— Lje"—d)=e

¢, = tan(a) =-¢> + 3 geefta=-77,1..°

re,=tan(f)=¢’ — 3 geeft f=77,1...°

B—a=154°

Lk, )= 180° — 154° = 26°

d £(k 1)=90° geeft lim £x) - lin £ =-1

(-eP+3) - (e?—3)=-1
(e?—3Y=1
-3=1ver—3=-1
e/=4vel=2
p=1In(4) v p=In(2)

a f—a=0A2§¢0
e =qa
==In(a)

1
In(a)

; . o 1
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =——.

In(a)

: . 2¢  2¢° 2
] = ] : = =
xgrolofa(X) .ngc}o e —a g 1—@

2
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = =

Het snijpunt van de asymptoten in het punt (1 ol ) - a).

Dit punt ligtop de lijn y=x—1 geeft

—a ln(a)
Voer in v, =Len 1’z=__
I—x "7 In(x)
De optie snijpunt geeft x = 5,700...
Dus a = 5,70.
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1

L [ [ |
(ee—a)2¢ 2 2etre

2er 2 2e—2ae—2¢ 2ae
b [ (x)=— eeft f,(x) = ; = ; = ‘
Jalx) e geeft £,x) (et — a)? X2 (F—aP A2 (¢F—a)
S 2ae  _
£ (1)y=4 geeft (c—a) 4

2(e—a)y=ae
2(e*—2aeta’)=ae
2¢’—4ae+2da’=ae
2a’—5ae+2¢*=0
D={-5¢P~—4 -2~ 2?=0¢c%
Se+3e _Se—3e_

- = = =1
a 1 Zeva 1 5e
2¢ : 2¢7
¢ Voor f, geldt y = ——, dus voor /™ geldt x =—F——
e —a e —a
el L L
F=y geeft x(er—a)=2¢
e —a . :
xe'—2¢ =ax
ef(x—2) = ax
e =—2%
ox—2
()
b =2
1
——
n(5%3)
b fians
inv =—1
Dus f,™(x) 1n(ax :
2
Bladzijde 220
ax+4

a De grafiek vanf(x) = heeft een perforatic als 2x—3=0Aax+4=0.

2% —'3
2x—3=0geeft x=13
ax+4=0cnx=1j geeft 15a+4=0

1%a=—4
a=—2§

b De graficken van f, en f, snijden elkaar op de lijn v =x, dus f,(4)=4

4a+4:4

8 —=3

da+4=20

4a=16
a=4

¢ limf(x)= lim -t S lim —~ =4+ (A 1a, dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 3a.
i O i 2x—3 .x—)wz_i 2-0
X

2x—3=0nAax+4#0 geeft x= 11 A a #-23, dus de verticale asymptoot is de lijn x = 15.
Het snijpunt (13, ;@) ligt op de parabool v = x* als 3a = (13)?
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2 2

X X __ZX _xvoorx>1
u = =% _J2=(p=1) 33 -
2-|x—1] xr—x x*—x

= <
-+ D) 1 Yoorx |

noemer = 0 voor x > | geeft 3 —x =10, dus x = 3.
noemer =0 voorx < 1 geeftx +1=0, dus x=-1.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =3 enx =-1,

_B—x X))+ -x 2 23 —%)+6 6
f(x)k?;—x# 3—x g7X+3—x47X+ 3—x T 2+3—x
lim 3% =0, dus de lijn v =-x — 2 is scheve asymptoot.

X—»00

X -x xxtD-x-x 2 2x+DH)-2 2

f(x)_x+l B x+1 T B | _x_2+x+1

lim 2 . 0, dus de lijn v = x — 2 is scheve asymptoot.

x-—>ﬂmX+1
B3 poo @D x-D-(FP-x) 1 2 —x+2x—1-x+x_ 2+2x—1
b f(x)_x+l geeftf(x)_ (x+1)2 - (x+1)2 - (x+1)2

fx)=0geeftx*+2x—1=0
@+1P-1-1=0
E+1p=2
x+1=\2vx+1=-2
x=-1+ 2vx:*1—\/§
vold. niet

- (1=2P=(-1=2) 1+22+2+1++2 4+3\2 55
Y=l =~2) - Y & V2-3
=
2—|x—1/

De optie maximum geeft x ~-2,41 en y ~-5,83 en ook x ~ 5,45 en y ~-9,90.
De optie minimum geeft x ~ 0,41 en v ~-0,17.

f(x) = p heeft twee oplossingen voor -9,90 <p <-583 v p>-0,17.

xX*—x

=2
x+1
Xr—x=2x+2
X*=3x-2=0
D=(-3%—-4-1--2=17

3+\/17 3-17
X 5 VX= 5

vold. niet

xXX—x

3—x =2

P—x=6—-2x

X+x—6=0

(x—2)x+3)=0

x=2vx=-3
vold. niet

3_‘/ﬁ5x52

2

¢ Voeriny, =

d x<1enf{x)=2 geeft

x=1enf(x)=2 geett

flx)<2geeftx<-1v
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Brad+4 xP-2)+2+ax+4  (a+27+4

= -
@ fulx) x*—2x ) x*—2x . X2 —2x
(a+2)(x—2x)+2ax+4x+4 2ax+dx +4
=x+ x2—2x =x+a+2+ﬁ
2a_ 4 4
]imZax+4x+4=limx X xz=0+0+0=0
xX—o0 x2—2x X =300 l_g 1_0
X

Dus de scheve asymptoot is de liin y =x +a + 2.
A(2, 3) op de scheve asymptoot geeft 2+a+2 =3
a=-1
3 2 x2=2x) - (3xr+2ax)— (P +ax?+4) - (2x—2
b BB gy 20 &_;P ) (x-2)
Top op de lijn x = 1 geeft ,(1)=0
(1-23+2a)-(1+a+4H(12-2) i

(L. —2)%
-3-2a-0=0
-2a=73
a=—l%

X +ax?+4
¢ De grafiek van f(x) = 2oy
x?—2x=0 geeft x(x —2)=0
x=0vx=2
x=0enx’ +ax*+4=0 geeft 4 =0, dus voldoet niet.
x=2enx+ax’+4=0geeft§+4a+4=0

heeft een perforatic als x> —2x =0 A X’ +ax? +4 =0,

4a=-12
a=-3
Dus voor a = -3 heeft de grafiek van f, een perforatie.
2 3x+4x+4 25 +4
EChtGl‘f_3(x)=x—3+2+W=x— 1 +x2_2x.

Dus de grafiek van f, is geen rechte lijn.
Dus voor geen enkele waarde van « is de grafiek een rechte lijn met een perforatie.

a In(x)+1=0AIn(x*)-1#0
In(x*) =-1 Aln(x?) # 1
x=elaxl#e
x=eivx=-¢I
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =¢: en x =-¢ =,
1

; o mE-1 2ol 2m-1 LT _2-0_,
S ) T 1 ST T T e ZIE) T 1 iy, L 270
In(x)
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =1,
by o 2in(x) - 1 o 2In(-x) - 1
> = < T e i )
oor x is f(x) 21n(x) + 1 en voor x is f(x) 20+ 1
,o 1
) LG Tl N1 C) L N e _2-0_,
) = @ 1 B2l + 1 i NS
n(x)
. 1
" L T ) ) SR I _2-0_,
e e . Y b1 2+0
In(-x)

Dus de perforatie is het punt (0, 1).
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In(x*)—1

c f(x):%geeftWZ%
3In(x>)+3=5In(x* -5
-2In(x*)=-8
In(x*)=4
-l

x=¢?vx=-¢?

1 y 1
------------------------
e B e
x=-€? 10] 1 =g
v
f(X)Zggeeftxs—ezv—e’%<x<e%\,x262
1 1
In{x*)—1 (ln(x2) +1)- F 0 (]H(JCQ) -1): x_2 < 2x (ln(xz) +1) - 2 — (In(x?) — 1)-2
d f(x)=——5——geeft/(x)= ; - _
In(x) + 1 (In(x?) + 1) x(In(2) + 1)
a I G2 +2 —21nx®)+2 B 4
T X102 (@) + 1)
4 4 4

RIEL P i G e(ln(e) + 17 e+17 9¢

4
yz%x-'-b i‘e+b=l
f@=tdusaehf% 7
s Tb=3
b=
4 1 % 4 I
y=%x—g—,smjden met de x-as geeft %x—;=0
4x—e=0
dx=¢
x=je
Dus B(;e, 0).

14 Meetkunde toepassen

Bladzijde 221
a Een parametervoorstelling van ¢ is x =3 cos(/) Ay =6+ 3sin(f) met -w <¢ <0,
Het midden Q van B(3, 0) en P(3cos(f), 6+ 3sin()) is
O (3 +3cos(t), (0 + 6 + 3sin(r)) = O(15 + 15cos(?), 3 + 11sin(7)).
~m <1 <0 geeft -1 <sin(/) <0, dus 13 <3 + 15sin(1) <3, dus 15<v,<3.
De baan van Q is de kromme met vergelijking (x — 13>+ (v —3)* =2 A 11 <y <3
B3 +2+ P -6y +9=25A13<y<3
B+ -3x—6y+9=0a15<y<3
Dusa=-3,b=-6,c=9,d=1icne=3.
b Detotalemassais 1+1+1+2+2+3=10.
J’zlzll_o' (Loyot 1oy, T1yp+ 2 yet2- %3 yp)
=5 (1 0+1-0+1+0+2-6+2-6+3:3)=1533=35
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¢ Het zwaartepunt (0, 3) van het vierkant heeft massa 36.

De y-codrdinaat van het zwaartepunt van de halve cirkel is 6 — % 3 =ig—=,

De massa van het zwaartepunt van de halve cirkel is 37 + 32 =441

De totale massa is 36 — 44,

————(36-3-4ln-(6-2))=1388
%736 —aln AN
1% 2 42
= 1; enZ(l;,lg).

st )-8+
TR TOT ) W s T s T
Dus het zwaartepunt Z van drichoek 4BC ligt op de lijn vy = x.

b MG(-1+4),5(-1+1)=M(130), dus c: (x— 15)* +)2 =12
¢ door A(-1, -1) geeft ¢: (x — 1%)2 +y?= 7]—1.

=5 ) (6] 2 ) ensic=(0 et ()= () +)
AC snijden met ¢ geeft (-1 +¢— 1%)2 +(-1+20)?= 7:;
(t—252 +(-1+207=74
P—5t+65+ 1 —4t+42=17;
58 -9t=0
H5t—9)=0
t=0v5—-9=0
t=0vie=13
t =0 geeft punt 4
r=1%geeftx=-1+1%-1=%feny=-1+1%-2=23
Dus D(3, 23).
¢ Noem in drichoek ABC de hoogte die bij de zijde AB hoort 4,.

Noem in drichoek BMP de hoogte die bij de zijde BM hoott 4.
O(AABCY=3+ 4B - h,

O(ABMP)=%BM - hy=3%-34AB - h,=3AB - h,
O(AABC)=5 - O(ABMP) geeft - AB - h, =5+ ;4B - h,
klzghz
hz:%hl
Dusookﬁz%ﬁ.
-*"—’-’2—*-'2*-'3-’2*342215*2%3%
p—b+BP—b+§BC—b+§(c—b)—§b+§c—§-()Jrg-()—(%)Ar( )—( )

Dus P(31, 23).

Bladzijde 222

a y=0geeftx’—10x+9=0
(x—Dix—-9=0
x=1lvx=9

Dus A(1, 0) en B(9, 0).

y=Tgeeft x> +49—-10x—42+9=0
x*=10x+16=0
x—2)x—-8)=0
x=2vx=8§

Dus C(2,7) en D(8, 7).

X+ = 10x—6y+9=0

X*=10x+3)2—6y+9=0

x—5P—25+(y—3P—-9+9=0

(x=5P+(y—3y=25

Dus M(5, 3).

158 Gemengde opgaven ® Moordhoff Uitgevers by




De totale massais 1 +2+3 +4+6=16.
z=15(1'a+2-b+3-c+4:d+6-m)

Ao s -5 e e )
1 1 2
- "_6((0) " ( 08) ’ (261) ’ (38) ' Gg))
(8T _[5%
(67) - (4,3—6)
Dus Z(5 7. 47%).
b x,,=5enr =5, dus de cirkel raakt de y-as.
Dus een van de raaklijnen heeft vergelijking x = 0.
De andere raaklijn heeft een vergelijking van de vorm y = ax oftewel ax — y =0.
5a-3|
Jai+1 N
5a—3|=5\a*+1

250 — 30a+9 =254+ 25

=1

(=)

d(M, raaklijn) = r, geett

-30a=16

a=-1s
Dus de andere raaklijn heeft vergelijking v = -

¢ Stel van deze cirkel de straal gelijk aan . %
Dan is N(r, r). o
Zie de figuur hiernaast. y=7
De stelling van Pythagoras geeft /
=P+ @3—p=0+5)y
2510+ 2 +9—6r+ 2 =12+ 10r+25 "
P =26r+9=0 5+r S
D=(26—4-1-9=640, dus \/D=/640=8,/10 N‘ 3
~ X

r=26+2ﬂ=13+4\/ﬁvr=134\/ﬁ © AvB

De straal is 13 — 4,/10.

a 1% 7 7
A C@, 4) /
3 N
s
2 \\
1 zo
AR, 1) B(6, 1)
0 1 2 3 4 5 6 i
X 2 1
A7) =)+
k()-0)-)
1-4 -3 5
fecTg-2"4 4
BC:1’=*%x+b 3
) B
door B(6, 1) }416 b=l
*45+b=1
b=53

Dus BC: y=-3x+55.
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k snijden met BC geeft | +1=-3(2+£)+ 5%
44 =32+ 1) +22
4+df=-6—31+22
Tt=12
t=12

=13geeftx=2+15=33eny=1+15=23

Dus 5(33, 23).

b BC=\4+32=.25=5

BS= 37~ 6P + 2}~ 1P = FP+ P =B+ B =R =%

49 7
20 15
CS:S—T:T
BS T 20 4
CS 5 15 3| BS 4B
AB 4 CS AC
AC 3
C %
5 c@, 4)
BN
\ &
, T \
o \x
! A2, 1) U B, 1)
0 1 2 3 5 6 &
- (2Y .4 (O 2
= = = +2. =
p=4eng=>5geeftt (1) 5 (3) (2;_)
Dus 7(2, 23).

¢ 5--if-f

Dus U(3%, 1).
Bladzijde 223
q ﬁ:(‘l‘) en ] = 221 = 1110
:
5C=(1)en [ - JT0

et . S A S -1 i
rb=BA+1§BC=(112)+1;-'(3)=(6)A(1),dusnb=(})enb:x+y=4.
7

i3 )-+ 6]

2¢+ 13 =4 klopt niet, dus Z ligt niet op b.
b b snijden met de v-as geeft het punt D(0, 4).

1

2_
( ?) en Z(2%, 1.
15

n,=rpc= (_;), dus m: x+3y=c.

m door het punt (3(4 +3), 20+ 3)) = (35, 1) geeft e =-32+3 - 11 =1.
Dus m: x+3y=1,

m snijden met de y-as geeft het punt E(0, ;—).

Dus DE=4-3=3%,
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¢ De straal van de cirkel is r = d(O, 4) = \[(-1)* + (11 = \/21.
Stely =ax + b.
Door F(3, 1) geeft 3a + b =1 oftewel b=1—-3a,dusy=ax+ 1 —3a oftewel ax — v+ 1 —3a =0,

d(A, raakli M Ll il JoL
(4, raaklijn) = r gee \/m =423
-3t~} = 2L+ 2L
|-7a - 1/= /102> + 10
49a* + 14a+1=10a>+ 10
39a*+14a-9=0
D=14°—4-39--9=1600
g 14740 “14-40 _
78 78 !
a =} geeft de raaklijn y = x + 1 — 3 -  oftewel y = tx.

|e

va=

i —
{55 ]

a=-1; geeft de raaklijn y =-75x + 1 — 3 - -5 oftewel y =~{x + 375,

a X2+ =5x—-2y+6=0
2+ —10x—2y+21=0

5x=15=0

5x=15

3 }9+v2—15—2v+6—0

BB o B Ayl cfh d .

x*+1y?=5x-2y+6=0 Bty =0
Wy=2)=0
y=0vy=2

Dus 4(3, 0) en B(3, 2).

b ¥+32—-5x-2v+6=0 X+ —10x—2y+21=0
= Sxt+yF—2p+6="10 & —T0x+y*—2p+21=10
(=252 =63+ (»—12-1+6=0 (=5 P—254{y—~ [P~ L+Z1=0
E—ePr i~ = 1 =3 Ty~ 1) =3

Dus M(2%, 1) enr, =1/5. Dus N(5, 1) en r, = /5.

De punten Q en R zijn raakpunten.
Zie de figuur hiernaast.

APMQ co APNR en NR =2MQ, dus
PN = 2PM geeft PM =21,

Dus P(0, 1).
¢ Stelkry=ax+1loftewelkiax—y+1=0.
|5a—1+1|
d(N, k) =

Fy geeft ﬁ= \/g
|5a| =+/5a%+5

25a°=5a>+5
20a2=5

2l
a =z
i el
a=zva=-j

Dus k;:y=j5x+1lenk:y=-3x+1,
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d Het middelpunt van deze cirkel is C en de straal is 7.
De punten Q en D zijn raakpunten.
Zie de figuur hiernaast.
APMQ os APCD geeft

pM _MQ
PC CD

2 3B
diptlds F
5 5
5+2r+\/§ 2r

10r=5\/§+2r\/§+5
10r—2r\/5=5\5+5
(10-2/5r=5/5+5
505+5 10+25 505+50+50+10\5 100+60\5 | |
o2 10-25 W0-0 - s i

De gevraagde straal is 15 +3/5.

a (—2=((t-27 =L -4+ =r 4P +4FL - 4P + 162 — 16t + 4> — 161+ 16 =
t— 8+ 24P —32f+18
b Substitutie van x = — 4 eny = (t — 2) in de cirkelvergelijking geeft
(P=AP+((t =2 -2(F-4)—-8(:-2)-8=0
A—8P+16+—-8F+242-32t+ 16272 +8—8(FP—4t+4)—-8=0
=8P+ 16+ -8 +247-32t+ 16 -2 +8—-82+32t—32-8=0
204 -8R +62=0
202 —4t+3)=0
22— 1)(r—3)=0
t=0vi=1vr=3
t=0 geeft (-4, 4)
t=1geeft(-3,1)
t=3 geeft (5, 1)
¢ (-3, Dop K geeft9+1=-3a+ b oftewel -3a + b= 10.
(5, 1) op K geeft 25 + 1 = 5a + b oftewel 5a + b = 26.
{—3a +bh=10
Sa+b=26
-8a=-16
fj’sz_%} 10 +5=26
GO h=16
Dusa=2cenb=16,
d Voor het midden O van A(4, -4) en P(2 — 4, (1 — 2)%) geldt OG (4 + £ —4), 1 (-4 + (t— 2)%)
OG R, (-4 + 72 — 4t +4))
OG5 =21)
Substitutic van x =37 eny =17 — 2¢ in x> +12 = 2xy + 8 geeft
GRAEHGR—2UP=2 - 3# - GP— 20+ 8}
I 28442 =1 - 28 + 4P
T -28+AR =LA -2 + 42
Dit klopt voor elke waarde van ¢,
Dus Q ligt op de kromme met vergelijking x> + 2 = 2xy + 8x.
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Bladzijde 224
a k3x+y—6=0
3:2+2-6] 10 _

d(M, ky= it —m—m
Dus ¢;: (x+2)*+(y—2)*>=10.
b d(M, k=10

— x

k

=107 +22=14
Dusie,; (x+ 2P+ {(y—2F=14.
¢ m loodrecht op & geefi m: x— 3y =c,

d(M, m)=/10

-2-3-2—|

ST
J10

|-8 —c|=10

8—c=10v-8—c=-10

c=-18ve=2

Dus m:x—3y=-18 en my: x —3v=2.

d Steln:y=ax—2 oftewel n:ax—y—-2=0.
d(M, n)= /10
|-2a—2-2|
—— =10

it 1
|-2a — 4] =/10a* + 10
4@’ +16a+16=10a*+10
-6a>+ l6a+6=0

3a>—8a—3=0

D=(-8-4-3--3=100

L8510 o 8-10_
6 6 3

Dus n:y=3x—2enn, y=-1x—2,

a x(N=¢8—3F—9¢ geeft x(1) =32 — 61— 9
X =0 geeft 37 —6:—9=0
£=2t-3=0
(r+1)(=3)=0
(==l =3

: |

A —— |

max. is x(-1) = 5 en min, is x(3) =-27,
Dus x = p snijdt de baan in drie punten voor -27 <p <5.
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b y()=0geeft—1=0
=]
t=1ve=-1
t=1 geeft het punt (-11, 0)
x(H)=3—61—9 en y(f) = 2t geeft
w(f) = (3 — 61— 9) + (2t
=9~ 187 — 2TF — 18P+ 365+ 541 — 2TF~+ 541+ Bl + 41
= /97 =36 — 147 + 108t + 81
5 1
H=v(=
“)=vin 2974 =36 — 147 + 108 + 81
wW1)=+/9—36— 14+ 108+ 81 = /148 ~ 12,17 cm/s

1
)= - (36— 108 — 28+ 108) =
)= o-36-14r 10881 " )

¢ y=3geeftr—1=3
r£=4
t=2vit=-2
t =2 geeft het punt 4(-22, 3) en 7 = -2 geeft het punt B(-2, 3).

o0 3

v(2)= (_49), dus rc, = - 3.

kiy=-3x+b\ 4
£ 2. I+ =
door A(-22, 3)} 22+6=3

- (366 — 1082 — 28¢ + 108)

~0,33 cm/s?

4
+ 148

-&-2+b=3
L+b=3
i

b=2+

Dus l: y=-7sx+ 217—5.

k en [ snijden geeft f;lx — 6%:,%)( + 2%
-20x —305=-12x + 111
-8x=416
x==52

x=-52 enyzfgx— 6% geefty = 16%

Dus S(-52, 163).

Liy= f%x +b
door B(-2, 3)

a x(f) = cos’(r) — cos(r) geeft x(f) = 2 cos(f) * —sin(7) + sin(f) = -sin(27) + sin(?)
¥(£) = sin(r) geeft y(r) = cos(r)
Raaklijn horizontaal, dus y(£) =0 A x'() £ 0.
»(©)=0 geeft cos(r) =0
f=lntken
-n<t<m geett t=—§1rv t='51r
t= 75 7 geeft het punt (0, -1).
t=%m geeft het punt (0, 1).
Dus de raaklijn is horizontaal in de punten (0, -1) en (0, 1).
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Raaklijn verticaal, dus x(r) =0 A y(r) £ 0.
x(£) = 0 geeft -sin(2¢) + sin(r) =0
sin(2/) =sin(¢)
2=t+k-2nv2t=m—t+k-2n
t=k-2rnv3t=n+k-2n
t=k-2nvi=in+k-in
-n<t<m geett t=—nvt=—%nv t=0vt=;-,7tvt=7c
t=-men t=m geven het punt (2, 0).
[=- %ﬂ geeft het punt (7};, f%\/g).
t =1z geeft het punt (3, 1/3).
¢t =0 geeft het punt (0, 0).
Dus de raaklijn is verticaal in de punten (2, 0), (-3, ~3+/3), (0, 0) en (-, 3/3).
- XD\ _(-sin(2r) + sin(7)
b = (y'(r)) - cos (1) )
P gaat door de oorsprong voor ¢ = 0 (zie a).

v(0) = ((1)), dus de gevraagde baansnelheid is 1 cm/s,
¢ x(f)= 0 geeft cos*(r) — cos(t) =0
cos(f)(cos(r)— 1)=0
cos(f)=0wvcos()=1
t=sn+k-mvi=k: 2x
MSEST geeftt:f%nvt:O v t:'gs'r
= %n geeft het punt (0, 1).
V(1) = (0 + (D))
= \/(-sin(27) + sin(#))? + (cos(?))?
= \/sin(2¢) — 2 sin(#) sin(2¢) + sin’(£) + cos’(f)
= \[sin?(2f) — 2sin()sin(2) + 1

— A= 1 . . . o o T & e — : v p
a(t)=v1(1) 5 \/sinz(ZI) s S0+ 1 (2s1n(27) - cos(21) - 2 — 2cos(?) - sin(27) — 2sin(7) * cos(27) - 2)
= 1 4 1 S 1 — 1
2\/ sin?(2£) — 2 sin(¢) sin(21) + 1 (4sin(21) cos(21) — 2 cos(t) sin(2¢) — 4 sin(t) cos(21))
L (0-0+4)=2

A O S
GM= B0t

De gevraagde baanversnelling is 2 cm/s”.
d x(-p) = cos’(-p) — cos(-p) = cos*(p) — cos(p) = x(p)
y(=p) = sin(-p) = -sin(p) = -¥(p)
Dus de baan van P is symmetrisch in de x-as.
e x=3 geeft cos’(r) — cos(r) =3
cos(t) —cos(f) —3=0
(cos(t) — 13)(cos(t) +5) =0
cos(f) = 1% v cos(f) = f;-
t=§n+k-2nvt=—%n+k- 2n
-m <t < geeft t=_3-,7tv t=—%7r
t= %n geeft het punt C(f—l, ;—\ﬁ)
t =-2m geeft het punt DG, -1/3).
f  x=cos’(t) — cos(?) en y =sin(r) substitueren in y =x? geeft sin(f) = (cos*(r) — cos(1))*.
Voer in v, = sin(x) en 3, = (cos*(x) — cos(x))?.
De optie snijpunt geeft x=0eny=0en ook x=2,182...env=0,818...
Dus £(2,18; 0,82).
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15 Afgeleiden en primitieven

Bladzijde 225
a Stelx,=a,danis x,=-a.

fla) = g(-a) geeft e =¢a~!

p=/5 =e’;’=3—
b Stel x,=3b, dan is x,, = 4b.
2(3b) = f(4b) geeft 3~ =2
3b—1=2b
b=1
g=f4)=¢ 1
€ PO—=fl)—gl@=g—
Voer in y, =" — ¢ eny, =1,

De optie snijpunt geeft x ~-4,527,

/’_\y:%

: X
4,527 (0} \

PO < ﬁ geeft r <-4,527
d f(x)=g(x) geeft ¥ =¢*"!
%x =x—1

—%x=—l
x=2
2 72 i
O(V)=j(f(x)—g(x))dx=j(e%f—e**l)dx:[zéx—eﬂ]z:ze—e—(z —pimeRes
0

0
2

2 2
e (L)=x[((/)P - @P)dr=r[((*~ (€ P)dr=x[(e~ > )dr
0 0

0

=nfe' — ;—ezr‘z]ﬁ =m(e? — 762 — (2 — ze2)) =n(§e2 ~ L 2%)
p+px+1
a f,(x)= 211 geeft
f’(x)=(x2+1)'(2px+p)—(px2+px+1)'2x=2px3+px2+2px+p—2px3—2px2—2x
p (2+1) (x24T
_p+(2p—x+p
T peIp
22+ 2x+1 2x2+2x+2

b A0 =5 geeftfln)= i

f(x)=0 geeft -2x2+2x+2=0
X*—x—-1=0
D=(-1p-4-1--1

1+y5 1

5 vx=
r=behBux=ioLf

xA:%_l Senx3:%+% SgeeftxA+xB=%—% 5+1:+%\/§:1

Dusx,;+xz=1.

Il

5

o

x=

M ‘
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4x2+4x+ 1 ) -4x2+ 6x + 4
R T

Si'(x)=0 geeft4x* +6x+4=0

2x2—=3x—-2=0
D=(-3P-4-2--2=25
x=—3+5=2vx=—_5=—]—
4 4z
—2+
A =12271 0 dus 404, 0).

1

r
16+8+1

ﬁl(2)=—4 1 =5, dus B(2, 5).

AB=\J@—-Lp+(5-0p=\Jel+25= 31t =215

2+x+ -x2 4+
4 S0 =TT e = 53 e
[i(x)=0geeftx*+1=0
x*=1
x=1lvx=-1

=11
D =37 =5 dus ACL 5.

1+1+1

A== = 15 dus B(1, 1),
Dusy,=13=33=3 "y,

B3+ 1 e S —8%—3
e [i) =" oy ety =T s
S5 (x)=0 geeft 3x2 -8 —3=0

D=(-8—4-3--3=100

_8+10 8§—10 _

= =B 2V 1
= =3vx 3 =

LD =18, dus AL, 1Dy en 04 = \[(Lp +(1hp = E=1/85

£5(3)=-3%, dus B3, 3Y) en 0B =\[3* + (31 = \E =185

Dus OB=1/85=3-+/85=3- 04.

X

petprtl P2 _pt0+0
P+l aow 1 1+0 P
1+—2
X
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = p.
4p+2p+1
S =p geeft ————=p

6p+1=>5p
p=-1

f lim f(x)= lim
X—00

X—»00

1
»+1

9 fol)=

1 1

iL) zﬂszdyz HJG— 1>d.v= x[ln(y) - v, =7r(0 -1 —(71 - %)):n(—l +1 +é>=

o |8
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Bladzijde 226
0 ful=E—(p+1)P+pt+1-2=@—(p+ DP+p—1
De top van de grafiek van f,, | is het punt (p + 1, p — 1),
x=p+lgeeftf(p+r)=(p+t1-pf+p-2=1+p-2=p-1
Dus voor elke p ligt de top van de grafiek van f,, , op de gratiek van f,.
b De top (p, p — 2) van de grafick van f, ligt op k1 y = ax + b.
x=penv=p-—2geefthkiy=x-2,dusrc, =1,
1/ k,dus rc,=rc, = 1.
Er is gegeven dat / evenwijdig is met £, en dat / de graticken van f, raakt.
Dus / raakt de grafick van f;,.
fifx)=x2— 2 geeft f;(x) = 2x
fi(x)y=1 geeft 2x =1

=1
X=3

[ =GP ~2=-13
LLy=x+b
door (3,-13)

1 3
§+b:*14—

b=-2;
Dus l:,v:x—ZL—.
£ i) =1+ 1-2=0 T b1+ [ —E=aF—2x
) =(x—-2P+2-2=x>—4x+4
S =(x—-3P+3-2=x2-6x+9+3-2=x*—6x+10
Six) =fo(x) geeft x> —2x=x>—4x +4
2x=4
x=2
S =Fx) peeft 2F — 2y =0 —6x+ 10
4x=10
x=2%
LX) =fi(x) geeft x* —4x +4=x*—6x+ 10
2x=06
x=3

2% 3

O) = [ (i) = fxD dx + [(fi(x) ) de
2 25
2}

3 24
= [P -2 (P At [P - 6x+ 10— (P — 4y - 4))dr = [ (20— 4)dr +
2 25 2

= [~ 4P+ [+ 6x]3 = 65— 10~ (4= 8) + (-9 + 18— (-65+ 15)) =}

a L=AB=f(p)~gp)=(P*+2p) 27— (p*~p) 2P =(pP*+2p—p*+p) - 2P =3p - 2?
%=3 C27+3p 27 In(2) - -1=(3—3pln(2)) - 27

% =0geeft (3—-3pIn(2))+-27=0
P 3-3pIn(2)=0
3pIn(2) =3
1
P~ In(2)

5 . : 1
Dus de lengte van het lijnstuk 45 is maximaal voor p = )’

Gemengde opgaven

3

j(—2x+6)dx

24
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b Stelx.=r danisx,=r+3.

SO =f(r+3) geeft (P +2r) - 27=((r +3)> +2(r+3)) - 2703
(P+27)-27=(2+6r+9+2r+6)-27 ¢
8(r2+2r)=r+8r+15
82+ 16F=r+B8r+15
72 +8r—15=0
D=8 -4-7--15=484
,_8+22 . -8-22

14 14
vold. niet

,2%

g=f)=(1+2)-2"=33=1

Bladzijde 227

0 L=AB=f(p)=g(p)=\25 -~ Gr-4)=\25-p ~ip+4
dr p

1 3
Al = e Dy e
dp 225-p2 T V-

dL p
—=0geeft ——==-
dp g 25— p*

4p=-325—-p°
kwadrateren geeft
16p° =9(25-p?)
16p% =225 -9p?
25p* =225
=9
p=3 v p=-3
vold. niet
De maximale lengte van het lijnstuk 4B is /25— (-3)> -3 - -3 +4=10}.

b L=AC=h(p)—f(p)=-5p+10-\25—p*

N

g__‘i_;._zp:_“.;.—p

v * 2\25-p° 252

daz _ _4

d 0 geeft 5=
3p=4y25-p°

kwadrateren geeft
9p° =16(25 - p?)
9p? = 400 — 16p?
25p% =400
pr=16
p=4vp=-4
vold, niet
De minimale lengte van het lijnstuk AC is -3 - 4+ 10 — 25 - 4> =15,

| @ f(x)=@E2+x)evgeeftf(x)=(2x+1) e+ (x> +x) e¥=(x2+3x+1)e
glx) = —x)e geeftglx)=(2x — 1) " e"+ (¥ —x) " e =(x* +x— 1)e*
6= 0y=1:ef=1
rc,=g(0)=-1-¢e"=-1
rg 1 =1:-1=-1
Dus & en / snijden elkaar loodrecht,

b gx)=@E+x—De‘geeftg’(x)=2x+ 1) e+ (P +x— 1) e"=(x>+3x)¢"
g-2)=4-2-1e?=¢2>0
g'(-2)=(4-6)e?=-2e2<0
Dus in 4 is sprake van afnemende stijging.
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€ f)=(?+3x+1)efgeeftf(x)=(2x+3) eF+(x?+3x+1) - e¥=(*+5x +4)e*
f(x)=0geeft x> +5x+4=0
x+Dx+4)=0
x=-lvx=-4
Dusxz=-4enx.=-1.
£°(x)=0 geeftx* +3x=0
x{x+3)=0
x=0vx=-3
Dusx,=-3enx;=0.
Xe—xp=-1—-4=3
Xg—x,=0—-3=3
Dus x.—xz; =X, — Xp.
d L=FG=g(p)=f(p)=(p*—p)e’! — (P’ tp)e!=(p’—p—p’ —p)e!=-2pe*

dL:72 cel—2p-el=(2p—2)e’

dp

%=Ogeeﬂ—2p—2=0

P “2p=2
p=-1

De maximale lengte van het lijnstuk FGis-2 -1 ¢l ==

e Hx)=a e+ (ax+b) e*=(ax+a+b)e*
Dus de primitieven van de functies 4(x) = (px + g)e* zijn van de vorm
Hx)=(axtbh)c"+cmetp=aeng=a-+bh,

0 0 0 0
f O(V)zj(g(x)—f(x))dxzj((xz—x)e‘—(xz+x)e‘)dx—j(x2—x X2 —x)erdr jzxerdx
3 -3 -3 3

h(x)=(px +g)e* met p=-2en g =0 geeft h(x) =-2¢",

Uite volgt dat H(x)=(ax+b)e*+cmeta=p=-2enb=g—a=0—--2=2,
0

Dus (1) = [ 2xerdr = [(2x = e, =267 - (6 + 97 =2 -5
=3

a f(x)=0geeft4—\2x=0
2x=4
2x=16
x=8
8 8
OV = [(4= 20 de= [(4 - o) dx=[4x =1 - 3 20" = [4x ~x 2o =32 - 16 =32 - § = 103

0

U]
b A=p- f(p)—p(4—\/_)—4p—p\/_

4\2p=3p
kwadrateren geett
32p=9p°

=0 v 32=9%
vold. niet p =233
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P
5
@] 32 8

Dus voor p= 3% is de oppervlakte van rechthoek OPOR maximaal,
¢ S8, 4)en T(t, 4 — \21) geeft
L=\(t—8)*+(4— J2u—4)* = [P — 161+ 64 + 2= \[F — 141 + 64

dL I .
it — 14+ 64

1
—— (2
d 2yE-tairea .

%=Ogeeﬂt—7=0, dust=7.

L

|
!
- t

@] 7

Het minimum van L is \/49 — 98 + 64 = /15,

Bladzijde 228
@ f(x)=pJx—In(x) geeﬂ
- (x)————=;— xi—x!en

2jx &
? .l

”x =——xl5+x =- +
)=~k L

1,7 (4) =0 geeft - =0

1
\f 6

Dus voor p = 2 gaat de grafiek van f, bij x = 4 over van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend.
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b e P L_PNX 2 pyx-2
f;(x)’g\/;c x  2x 2x  2x
£,1x) =0 geeft p\x-2=0

pyx=2
_2
v p

4
x=—(metp>0
pz( p )

#()-2u(3)
4

Het punt ( [%, 2— ln( E)) ligt op de grafiek van g(x) =2 In(x) — 4 geeft

4 4
211‘1(?)—4 =2- ]n(;)
31n(i2)=6

yZ

4
1n(—)= 2
p2

vold. niet

2
Dus voor p = &

_4x-3 yoo (2x+1)-4—(4x—3)-2 Bx+4—-8x+6_ 10
a f(x)_2x+1 geeftf(x)— (2x+1)2 - (2x+1)2 —(2x+1)2
10 10 »

re, =f(-3) =

(-6+1) 25 3
10 10 ,

re,=f"(2)= @+ 1)2_25 =53

rc, = rc,, dus & en / zijn evenwijdig.

cyy=2
e
t+b=1
b=
Dus /: y = %x + 1 oftewel /: 2x — 5y + 1 =0,
\2~—3—5-3+1|_ 20 2

d(k, ) =d(A, )= =2 19
(k, [)=d(4, 1) 729 5P
b f(x)=0geeftdx—-3=0
4x =3
_3
X=7z "
Dus het snijpunt van de grafick van f met de x-as is C(3, 0).
Ay —
Stelm:y=ax+bmeta=§1=%=*§.
2
y=-sx+tb | o 5,
door B(2, 1)} > a8 =1
—§+b=1
b=1%
m; y=-%x+ 15 snijden met de x-as geeft ~3x+13=0
—§x=—1%
x=4;—

Dus het snijpunt van m met de x-as is E(4%, 0).
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m
A
8 7
1V
ol /c b B S
4x—-3 _2(2x+1)-2-3 5
Uy ol el

2

2
oVy= j f(x)dx + O(ADEB) = j(z

)duc+5 DE - BD

=[2x-5- —1n\2x+1|] +1-21-1=4-24In(5) - (13 - 231n(25)) + 1}
1

2
=4-2n(5) - 11+ 23 m@2) + 11=32+ 2L ( 2) 32+ 20
=32-211n(2)

a0 f(0) =g, () peeht == a/%
X
ax=4
4

==
a

f(x)=h,(x) geeft % =4a\/x
4ax=4
e=L

a

4

o) = J(h ()= ga(x))dx+j(f<x> £,(0)dr = [(dayx — ayR) de = j(%—a x)dx
7 0 3

4
1

0
J:axdx+j(4x —ax)dr = [2ax]} + 8¢~ Zax
0

1;-]‘%

oo e dol - 201 oo N NNy

_5 |1 1 s /1 L 2 1) 152 1 _ 1 {1 a1 (1
S SR S A N P A

O(V)=4geeftl36\g—4
1 3
a s
L. 8
a 4
l_»
gk
a=16
9

7
Dus voor a = 13.
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b O(V)= f(h,,(x) —g,(0)dv= fsax%dx= [2ax"]; =24 l\ﬁﬂ\ﬁ

OV =0(Vy—O(V,) = s\f \f \[
o)) : O(V,) = 2\ﬁ ;—\/g 2:3:=3:5

a f(x)=g,(x) geeft " =a— e~
2ot =
v = %a
%x - ln(% a)
x=2InGa)
2In(ta) 2In(ta) 2In(ta)

o) = j (g —feNdr= [ (@-e*—eMde= [ (a-2e)dx
0

0
[ax 42" =2aln(ta) — 4eito — (0 - 4)
=2aln(ta)—4 - ta+4=2aln(;a) - 2a+4
O(V)= 10 geeft 2aln(3a) —2a+4=10

Voer in y; = 2xIn(zx) — 2x + 4 en y, = 10,
De optie snijpunt geeft x = 7,9346...

Dus a ~ 7,935,
2In(ta)
b M) =x [ (g~ (fWP)de=
2 l(:l(%a) 21n(}a)
=1 [ (@-eP-(@Pdi=n [ (@®-2ae*+e —)dr
0 0

2Intta)
=z j (@*—2ae)dx=n1 [a x—4dae ]m( =
0

=1(2a2In(} @) — 4ae"c? — (0 — 4a)) =122 In(a) — 4a - a + 4a)

=n(2a* In(}a) — 24> + 4a)
Voer in y, = 1(2x* In(3x) — 2x2 + 4x) en y, = 400.
De optie snijpunt geeft x =9,2351...
Dus a = 9,235,

Bladzijde 229

AQ+BR=2,5,dus BR=2,5-A0=2,5—x

In 2ARB is AR* + BR> = AB*
(@tx)*+(2,5-x)F=25
(erx 025 —derat=5625
(a+x)>=5x—x7
a+x=+/5x—x°
a=-x++/5x—x?

da A

=]t — L
dx 2+/5x — x2 2+/5x — x2
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da

dx

5 —2x

0 geeft 1+2W 0
3—2%
sl S — 2
2\5x —x*=5—-2x
kwadrateren geett
4(5x —x%) =25 —20x + 4«2
20x — 4x? =25 — 20x + 47
8x2—40x+25=0
D=(-40—4 -8+ 25=800

40 + /800 40 — /800

AR T T
vold. niet

o

40 - 800
16

De onderkant van de garagedeur komt maximaal

40 /800 40— /300 /40— /300
16 "V T 16 _(

2
6 ) ~ 1,04 meter naar buiten.

SAP
cos(a) = H
1AP =03 cos(a)
AP =0,6cos(a)
AB=0,6+0,6cos(a)
De cosinusregel in AABR geett
BR*=AR*+ AB*—2 - AR - AB + cos(ZBAR)
BR*=1,22+(0,6 +0,6cos(x))>—2 - 1,2 - (0,6 + 0,6 cos(a)) - cos(a)
BR*=1,44+0,36 + 0,72 cos(a) + 0,36 cos’(a) — 1,44 cos(a) — 1,44 cos*(a)
BR?>=1,8—0,72¢os(a) — 1,08 cos*(a)
BR=/1,8 0,72 cos(a) — 1,08 cos*(x)
BR>1 geeft /1,8 — 0,72 cos(a) — 1,08 cos™(ax) > 1

Voer in ¥, = /1,8 — 0,72 cos(x) — 1,08 cos?(x) en v, = 1.

De optie snijpunt geeft x = 0,940...

Dus de lengte van het uitgerolde doek is meer dan | meter bij een hoek a
die groter is dan 0,94 rad.

L=BR=\/1,8-0,72cos(a) — 1,08 cos’(a) geeft

dL i . .
& 0,72 sin(e) - 2,16 cos(a) - -
do~ 218 20,72 0050 = 108 cosie 2@ cos(a) * -sin(a))

_ 0,36sin(a) + 1,08 sin(a)cos(a)
V1.8 = 0,72 cos(ar) — 1,08 cos(a)
s 0 geeft 0,36 sin(a) + 1,08 sin{a)cos(a) =0

da 0,36sin(a)(1 + 3 cos(a)) = 0 L
0,36sin{a)=0v 1 +3cos(a)=0
sin(a) =0 v cos(a) =-1 !
a=k-nva=19+k-2nva=-191+k-2n |
Schets van L, zie hiernaast. : .
Dus de lengte BR is maximaal bij a ~ 1,91 rad. o 1,91 w
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Bladzijde 230
a E, is evenredig met M, %13, dus E, = aM, 15,
M, =02enE, =33 geefta-0203=33
a=33-02%3=268
b Uit de gegevens van het konijn volgt a - 2°=2,5 oftewel a=2,5 - 27,
Uit de gegevens van de neushoorn volgt @ - 2500° = 0,24 oftewel a = 0,24 - 2500,
Voeriny, =2,5-2%eny,=0,24 - 2500,
De optie snijpunt geeft x =-0,328... en vy = 3,139..,
Dus a = 3,14 en b =-0,33.
€ E, =E geeft 2,7M 013 =32470%
Voer in y; =2,7x %3 en y, = 3,2x 03,
De optie snijpunt geeft x =2,33...
Dus bij ongeveer 2,3 kg.
d Neem in de formule van de vogels 2M, voor M,.
E, = 2’7(2Mv)—0,13 =27.2013. Mv—o,ls =2013, 2’7Mv—0,13
Dus p= 270,13
Neem in de formule van de landdieren 2M, voor M,
El — 3,2(2114[)70,33 = 3!2 . 270,33 . JM({O’% — 270,33 . 3’2144(170,33
Dus g =293,
pig=2013,203
pig= (24),13 : 270,33) -1
pig=2%:1
piq= 21
pig=y2:1

16 Examentraining

Bladzijde 231
f)=3x+2—]|4-2x|=ix+2-4+2x=23x—2als 4 —2x>0,dus als x < 2.

f)=3x+2-]4—2x|=2x+2+4—-2x=-13x+6als 4 —2x<0,dus als x > 2.

%
3
3
f

BEVARY

/

/ .
ol /1 2 3 5 6
-1
2

ER f(x) = cos(n(x — 3)) geeft F(x)= isin(n(x ~2jjwe
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X+ 10x=7x°
=T+ 10x=0
x(x*>=7x+10)=0
Xx—=2)x—-5)=0
x=0vx=2vx=35

x3+2\/; et , 5L 3
flx)y= 2 =x+2x: geeft f(x)=1-3x :=14x2\/;
Stelk:y=ax+bmeta=f’(1)=1_%z_z'
y=-2x+b . _
f)=3, dusA(1,3)}b2=51+b 3

Dus k: v=-2x+ 5.

v=a+bsin(c(x — d))
Tkl

== -]
5-2=3,dusb=-3.

a

4 2 4 2n 1
periode =2n—3sn=3m, dusc=7—=1s

Dalend door de evenwichtsstanci’ voor x ==, dus d =T.
Dus y =2 — 3sin(15{x — 1)).

v=a+bcos(c(x—d))

a=2,b=3enc=1;

(%?1’, 5) is een hoogste punt, dus d = %n.

Dus y =2 + 3cos(13 (x — 3m)).

xX*+yt—6x+4y+8=0

x2—6x+12+4y+8=0

(x—32-9+(y+2P—-4+8=0

E=3P+{+2)=13

Een parametervoorstelling van ¢ is x=3 + \/§ ccos(f) Ay =-2++/5 - sin(?).

Het midden Q van P(3 + /5 - cos(t), -2 + /5 * sin(r)) en 4(10, 0) is

QG (3+/5 * cos(r) +10), 3 (-2 + /5 - sin(r) + 0)) = Q(65 + 5/5  cos(®), -1 +3/5 - sin(2)).
Dus O ligt op de kromme met vergelijking (x — 6;—)2 +{(v+1)?= 1}—1.

SO = (2 +2x+ et geeft f(x) = (2x +2) - €5+ (X2 + 2x + 1) - 7= (x2 + 4x + 3)e¥
F(x)=0geeft x> +4x+3=0
(x+Dx+3)=0
x=-lvx=-3
y

max. is f(-3)=(9 -6+ 1)6"3’:3—3

min, is f(-1)=(1—-2+1)e!'=0
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x(1)=0geeft4—1*=0

=4

t=2vi=-2
t =-2 geeft het punt (0, -2), dus voldoet niet.
¢ =2 geeft het punt (0, 2), dus voldoet.

= .x'(t)) _ ( -2t )

Yo (y’(t) 3 —3

v(2)= ( ) dus de gevraagde baansnelheid is v(2) = \[(-4)> + 97 = \[97.

V() = (207 + (32 =3P = JA2 + 9F — 187 + 9 = \J9r' — 147 + 9 geeft
1 188 - 14

= V()= " (36 — 280) = ——— L
“O=VO=3 Ba—tagrs O "= aazre

s 18-2°—14-2 11
De gevraagde baanversnelling is a(2) = g -0

Vo 27 —14-22+9 \f97.

twee oplossingen als D >0 }

- Ny 25-12p=0

D=(-5¢-4-p-3=25-12p —12p>;—25
p<23

-

- 1
R =Fgoy= (3), dusk:x+3y=c,
kdoor A(1, 3) geeftc=1+3-3=10.
Dus k: x + 3y =10.
k snijden met de x-as geeft x = 10.
¥

/m T~

x2+32 =10 oftewel y* =10 —x2
V1o N
KL)=tn-3-9- njvzdx 27m— ﬂj(lO ?)de =27z —x[10x — 1]

C%/

V'IO
1

27 A(10JT0 - 10,T0) +K(10 - )= 273~ 6410 +x 93~ (363 63,10

Bladzijde 232
¥+3° — 2+ 2p—F=0
aF gt — L= Tr+28=0

9x+9y-27=0
x+ty=3

o ¥ 2+ (3-xP-20+2(3-x)—3=0
24y -2w+2y-3=0f% T80 8 =i

¥ +9 — et —2x+6—2n—3 =0
2x2=10x+12=0

XX=5x+6=0

(x—2)x-3)=0

x=2vx=3

x=2eny=3 —x geeft het snijpunt (2, 1).

x =3 eny=23—x geeft het snijpunt (3, 0).

Dus A(2, 1) en B(3, 0).
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(2+p)2-2x-2x P+2p—4 -27+2p
@+p)P  PHpP (P +p)

2x ’
S =27 P geett f,(x)} =
£ )=0 geeft 227 +2p=10

x2_

x= \fvxf\f
NI W
f(\/i)—p+p—\/;enf(\/5—p+p—

Dus A(\/_ \}_)en B(\/;_:: —% .

\/(2f)2+ \/@T—

AB =10 geeft 4p +I_’:

4p° +4=10p
—10p+4=0
—5p+2=0

D=(-5¢—-4-2-2=
5+3 5

p=p=2vp=7>=}

<i-

X +9=65x2

=632 +9=0

Stel x* = u.
~65u+9=0

4 —25u+36=0

D=(-25—-4:4-36=49
_25+T _25-7_
=73 4vu 3 2

x2=4vx2=2};

Xx=2Vi=-2 vx:1;—vx=*l%

FN

=%'(3x)’2'f75=i'3’2‘x’2'8'x5=§—,x3
+3 L i 1 L 41l 9 -9
flx)= =x2 + 3x712 geeft f(x) =5x7 — 47x72%
o 2\/_ 22 22 \x
f(x)=0 geeft x>*—9=0
x*=9
x=3vx=-3
vold. niet
y
f
|
|
I
I
!
o) 3 x
9+3 12 4
min. is 3——=—=—
=153
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f(x)=2 geeft 1 +tan(3x — 1) =2
tan(%x = %n) =1
Ix—sm=im+k-n
x=Fr+k-m
x=lim+k-2n

x in [0, 2n] geeft x=1}x

%x—%n:%ﬂ+k'n

x=intk-x

x=13n+k:2n

xin [0, 2x] geeft x= I%R

De verticale asymptoot is de lijn x = 13,

y

1 x
21

X = 1%71:
flx)>2 geeft Iin<x< 13

Snijden met de x-as, dus y =0 geeft > —6x+5=0
(x—1Dx—=5)=0
x=1lvx=35

Dus A(1, 0) en B(5, 0).

Xty —6x+4y+5=0

X—6x+y?+4y+5=0

(x=3 -9+ (y+2y—-4+5=0

(x—3P+(y+2y°=8

Dus het middelpunt van ¢ is M(3, -2).

y

i -
Omdat ook AM 1 ken BM 1 [, isk L 1.
Dus de gevraagde hoek is 90°.

22 ) staat loodrecht op MB = (;)
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In*(x) — 8In(x) + 12=0
Stel In(x) = u.
w—8u+12=0
(u—2)u—-06)=0
u=2vu==6
In(x)=2v Inx)=6

x=¢*vx=¢®

Yy e
V(i) = (x (’)) = (;i - 3), dus v(£) = \/(21 — DR+ (2t-2)2= \/4z2 —2+3+42 -8t +4= \/812 — 10t + 45

V()

en V(1) = ! i

—— (16— 10) = —————.
2./82 — 10+ 45 V82— 10+ 45
V(1) =0 geeft 8¢ —5=0, dus r=2.

¢ =1 geeft het punt (13, -2).

Dus de baansnelheid is minimaal in het punt (1%, —5).

a(t) = 0,124 geeft v(r) = 0,047 + v(0)

v(0) = 0 geeft v(z) = 0,047

v(£) = 0,047 geeft s(1) =0,01¢* + 5(0)

5(0) =0 geeft s(£) = 0,017

v(5)=0,04-5%=3

5(5)=0,01"-5%=6,25

De eerste vijf seconden wordt 6,25 meter afgelegd.

De tweede vijf seconden wordt 5 - 5 =25 meter afgelegd.
Dus in de eerste tien seconden wordt 31,25 meter afgelegd.

Stel xp = p, dan is x. = 4p.
f(p)=F4p) geeft 4\/p — p=4\/4p —4p

A\Jp-p=8p—4p
3p=4\p
kwadrateren geeft
9p* = l6p
p=0vIp=16

16
p=0vp=7
vold. niet

a=/) =45 -F=4-5-5-33

Bladzijde 233
b -6 3
X = S

P 24 2p p
3) (3)2 3 9 18 9
W=l =)=p (=) —6-=+2="-"12=2-2
Yiop ﬁ’(p P \p p PP p
mp(é 2—2)0[3 de lijn y =x geeft 2 — 2
» » ny g P
12

9
p
=2

N

P
p=

(-2,-3) opy=-3x2+ bx + ¢ geeft -2 — 2b+ ¢ =-3 oftewel 2b —c=1.
(6,5) op v =-3x>+bx +c geeft -18 + 6b + ¢ = 5 oftewel 6b + ¢ =23,

2b—c=1
6b+ec=23
8b=24

b=3 _
6b+c=23}18+c_23
c=5

Dusb=3enc=>5.
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1
A (DD R S R (E )@
i T GGy
Bt tem—d =1 56 -1

AP 2EH IR

_ sin(x) — cos(x) X%+ (cos(x) + sin(x)) — (sin(x) — cos(x)) - 2x

) =—5—geeftf )= 7

_ x(cos(x) + sin(x)) — 2jzsin(x) —c0s(x))  (x+2)cos(x) + (x — 2)sin(x)
- 3 - 3

X X
Substitutie van x =3t +peny=¢+ 1 in x*> +1* +4x — 8y + 10 =0 geeft
Gt+p)P+(+1)2+4@Gt+p)—8(t+1)+10=0

O +opt+p*+1+2t+1+120+4p—8i—8+10=0

102+ (6p+6)t+p*>+4p+3=0
D=(6p+6)>—4-10-(p*+4p+3)=36p>+T2p+36—40p> — 160p — 120 =-4p> — 88p — 84
D=0 geeft-4p> — 88p—84=0

PPH2p+21=0
(ptDpt21)=0
p=-lvp=-21
5 1
xz ln(x)‘lx—x ‘; len(x)_x
’ f(x)=mgeeftf’(x)= 1n2(x) = lnl(x)

17(x) =0 geeft 2xIn(x) —x =0
X2In(x) - 1)=0
x=0 v ]n(x)zli

vold. niet x = &2 = /e

o PR

B
—_

min, isf(\/g) =—-=72¢

=]
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) f(x)=(2x+4)° + >+ geef
F)=33@x+ 4 +3  to=3Qu+ 4t +3e 4 +o

2cos?(x) +sin(x) —2=0

2(1 —sin*(x)) +sin(x) —2=0

2 —2sin’(x) + sin(x) —2 =10

-2 8in?(x) + sin(x) =0

sin(x)(-2sin{x) + 1)=0

sin(x) =0 v sin(x) =3
x=k-mvx=iun+k-2nvx=3 n+k-2xn

xin [0, 2x] geeftx:va=7cvx=2nvx:é-:rc vngn

Stel M(p,p—1).
lly=2x—1oftewel ; 2x—v—-1=0
2p—p+1-—-1
d(M, )= /5 geeft “QPT= J5
lpl=5
p=5vp=-5
p=5Sgeefit M, (5 denc;: (x—5P+(y—4)P=5.
p=-5 geelt Myf(-5, -6) ¢, (x+ 5P + (¥ +6)2 = 5.

| Stelx,=p. Danisx,=p+4.

f(p)=f(p+4) geeft4\p—p=4\p+4-p—4
4p=4Jp+4-4
VP=\p+a-1
kwadrateren geeft
p=p+4-2p+4a+1
2p+4=5
pd=2s

p+4=6}1
P=2;
g=f@]=425-2}=4-11-2}=3}
b P
Xop =5, = Q.L—p, 8 =2,

2
=il B . =1, 2 4 2491, 2
ytop thop xtop xtop +2 2xtop xtop +2 2xt0p +i2

Dus de formule van de kromme is y =-5x2 + 2.

Bladzijde 234

(2= 4)x=x> —4x

(2 = d)\Jx=x(x* - 4)

xX>—4=0v \/J;=x

X=4vx=x*

x=2vx=-2 v x=0vx=1
vold. niet

8 _1

y=71"(3x)2 = & 32.x2.8.x5=3x
5x° =y
S=3y

x=Gy)F=G)F 1= 1,650..9%

Dus x = 1,65_1;5'.

X
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C 2 gy dy (2+3) -3 -0 2v 3liod—det Nr-x

yﬁx2+3:x2+3geefta (I2+3)2 (x2+3)2 - (x2+3)2
dy
3~ 0 geeft9yx—a? - (k=0
(9—_7(.'2)'\/«;:0
x2=9V\/J_C=0
x=3 v x=-3vx=0
vold. niet
_ 2xx
X +3
|
|
. g
3
6./3
min. is f{0) = 0 en max. isf(3)=1—\£_=%\/§
2x-fx l
, 2xax . X2 . \/J_C 0
I g = =T ¢
l+*2 1+72
X X

L 2xyx ) 1
Dus de vergelijking 243 = p heeft twee oplossingen als 0 <p < 5\/5.
f(x)=x - tan’(3x — 370) geeft
f@=1"tan*Gx—in)+x 3tan’(3x —17) - 3 - (1 + tan’(3x — i7))

= tan’(3x — 1) + 9xtan®(3x — 17) * (1 + tan’(3x — 370))
f(x) = g(x) geeft *log(x +2) =1 +3log(2x — 11)

Jlog(x +2) ="log(3) +*log(2x — 11)
Slog(x +2) = log(6x — 33)

x+2=6x—33
-5x=-35
x=17

x+2>0 geeftx>-2, dus D,=(-2, —).
2x — 11 >0 geeft x > 51, dus Dg:(S%, =)

x=-2 y XZS%

i i

|
|
!
o 7 X
I
f(x) = gx) geeft 55 <x<7
_ 2543 18
Stel k: y=ax+bmeta= -3 6 3.
v=3x+b }
% 9+b=-43
door A(-3, -43) b= 34

Dus k: y=3x—34,

k snijden met / geeft -4 + 2¢r=3(3 + 3r) — 34
-4+2t=9+9—34
-Tt=-21
t=3

(=3 geeft het snijpunt (12, 2),
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AB _AC _BC
AABC co AAED geeft AE - AD _ED
47_4cC_21
26 18 ED
Uit %:%volgt AC= 182647 =32,53...
CE=AC—-AE=3253...-26=06,5
21-26

4721 _21-26
UltngDvolgtDEf 17 = 11,6.

Vi iy = i geldt x =2
oor g geldt y o us voor g™ geldt x 8
xy—6x=y—4
xy—y=6x—4
vix—1)=6x—4
6x—4 Sx—1)+5+x—4 x+1
= = =5+
x—1 x—1 x—1

Dus g is de inverse van f'voor a =5,

13

m: 3x + Ty = 13 oftewel m: 3x =-Ty+ 13, dus m: x =3y + 5.
Stel y,,=p, dan is x;,=-2p + £,
26ip+D-p-1| | Hp+3-2-2

d(M, K) = d(M, 1) geef

(M, k) =d(M, I) geeft 55 55
Fip+F-p-1]=-Fp+3
FSp+ 3 =[5 +]

“Ip+¥=-Fp+iv-Tp+¥=5p-]
-tp=-%v-10p=-10
p=4vp=1

p=1geeft M(2, 1) en p =4 geeft N(-5, 4).

Dus d(M, N)=(-5—-2)"+(4— 12 =/49+9=/58.

Raken, dus f{x) =g(x) Af(x)=g'(x)
1

\IS—xz:ax+5A25—_x2'*Zx=a
W=ax+5/\ X —y,
5 2

—X

T N —5 —m e TR
Substltutlevanakﬂm\w x'=ax+5 geeft \/5 XZ*JS_T x+5
5—xt=-x2+55-%7

5=5\5-x
1=\5-27
1=5-x°
x*=4
x=2Lvx=-2

x=2geefta= = =-2enx=-2geefta= 2 =2.

Dus de graficken van f'en g raken elkaar voor a =2 en voor a = -2,
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Bladzijde 235

¥
f
0 X
helling
X
3e—5 _ Be—10
x*+4 x+36
3x—5_20x—5)
X+4  x+36
1 2
Rl ey
Ax=5v2x?+8=x+36
x=l§v2x2—x—28=0
D=(-1>-4-2--28=225
1+15 1-15
x=1vx= 1 =4vx= ) =-31
4.2.\':42\(—1

22 C = (22)2\' -1
22 +x — 24x7 2

2+x=4v-2
-3x=-4
x=l;-
245 , x+p) 2x—(2+5) 1 22+2px—x>—5 xX*+2px—5
@) =" geeft f,(x) = . = = .
x+p (x+p) (x+p) (x+p)
) =0 ft4+4pA5—
T =0eeelt =G
4p—1=0
b=t |
| 2+5 , ¥tk —S
= ftl = L !
p =g geeftf (x) P enf,'(x) RO

1) =0geeft  +ix—5=0
4 (-2 +25=0

x=2vx=*2%
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7
: :
21 |
T - X
) 2
i
|
1 ' . 65+5
Dus p =7 en max. 1Sf§(‘25)=_721+1=‘5-
271
Jx=3t-3 X (3 A3
1.{y=2t+boftewell.(y) (b)-H (2)
- 3 - 2
”f:(z)geeft”‘:(—s)’d“”2"_3~"’:C c=2-3-3-b=-6-3b
door (-3, b)

Dus [: 2x —3y=-6—3b.

k:2x+ay=12enl: 2x —3y=-6—3bvallen samenals a=-3 A 12=-6—-3b
a=-3A3b=-18
a=-3Ab=-6

c0s(24) =2cos*(4)— 1
2¢os%(A) =1+ cos(24)
cos¥(A) = 5+ Lcos(24)

cos*(x) = (3 + 3cos(2x))*

cos*(x) = + 5cos(2x) + jcos?(2x)

cos*(x) = §  3cos(2x) + 5 (5 + Foos(4x))

cos*(x) = +3cos(2x) + g + §cos(4x)

cos*(x) = % + %cos(Zx) + écos(4x)

Dus y = cos*(x) is te herleiden tot y = % 3 %cos(Zx) £ ;—cos(4x).
x*—1=0geeftx’=1

x=1lvx=-1
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnenx=1 enx=-1,

f(x)=x3+3x2—5x+8=x(xl_1)+X+3x2_5x+8=x+3x2—4x+8
x2—-1 x2-1 x2—1
31 +3—-4x+8 -
S
41
| 4X+11:1i % x2:0+0 0
x—w =1 xaool L 1-0
2

Dus de scheve asymptoot is de lijn y = x + 3.
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Loodrecht snijden, dus f(x) = g,(x) A f(x) * g, (x) =-1
ln(x)=x2+px/\% c(2x+p)=-1

In(x)=x>+pxA2x+p=-x
In(x)=x*+px Ap=-3x
Substitutic van p = -3x in In(x) =x? + px geeft In(x) =x? +-3x * x
In(x) = -2x2
Voer in y, = In(x) en y, =-2x2,
De optie snijpunt geeft x = 0,548...
Dusp=-3-0,548...=-1,64,

k: 2x +y =28 oftewel k: y=8—2x

Stel M(p, 8 — 2p).

[:3x—4y=8 oftewel I: 3x—4y—8=0
3p—4(8—2p)— 8§ _

75
3p—32+8p— 8§

s =|p|
[11p—40[=5|p|
llp—40=5p v 11p—40=-5p
op=40v 16p=40
p-6ivp-2!

p =63 geeft N(63, -5%) en p =21 geeft M(21, 3),

d(M, I)=d(M, v-as) geeft

p|

Bladzijde 236
lim X =16 _ .. @P+HEE-4) (P +HE+2)x-2)

e P—5E+E iy E—2NE—3) i G—2NE-3)
C+hx+2) (22+H2+2)

= lim

x—2 x—3 7-3
Sx2+1
] =l
fl)=x7+ 5= geeft
2x—3) - 10x—(5x2+1)-2 5 3 -
f,(x)=3x2+( ) 10x-Gr+ 12, 202-30x—102-2 _, ,

(2x—3) ) (2x—3)

x5+9=10x2\/1_c
Stel x*\x=u.
w+9=10u
w—10u+9=0
u—Du—-9=0
u=1lvu=9
Pfx=1vxfx=9
¥=1vx’=8l
x=1wvx=381

Stel H=b - g".
795
&3 dagen = 942

795\
B = (94—2) =0,9450...

— . it
H=0 " Wl }b £ 0,9450..5 =942

942
b= 004503~ 12498

Dus A= 1250 - 0,945".

t=5en H=942

Gemengde opgaven

10x2 —30x —2

(2x -3y
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2 x+p)y2x—(x2+1)-1 2x24+2px—x2—1 xF+2px—1
ﬁ,(x):);_:_lgeeftj;'(x):( 12 (2 b o E L B
P (x+p) (x+p) (x+p)
£ =0 geefto®+ 2px—1=1
2px=-x>+1
=T
- Da

2+1 2 +1) (P +1)

«2+1 22-x2+1 2+1
2x

Dus alle toppen liggen op de lijn &: y = 2x,

X+

x .Y
k: m—+—=1oftewel kit x + 2y =2
2 p 3 P
Door (6, 1) geeft6 +2=2p
8=2p
p=4
X5 +6x+4+ Jx ,
fx)= =2 \/_=x+5+%+4x'2+x"5geeft

F)= L2+ Sx+ 6lnlx| — 451 — 23+ e= e + Sy + 6l - 2 — 4
2 2 X \/;

Er moet gelden /(G — p) = /(G + p).

fGm=p) =2+ Gn=p=3mcos(n~p) =2~ peosGn—p) =2~ peos(p~3m)
fGm+p)=2+Gu+p=imcos(zm+p) =2+ peos(sn+p) =2~ peos(p— im)
Voor elke p is fGn — p) =G+ p).

Dus de grafick van fis lijnsymmetrisch in de lijn x=1m.

1 L) =(x+a)In(x)

Lim=1 'ln(x)+(x+a)'i=ln(x)+ 1 +%=ln(x)+ 1 +ax!

my=d_ o l_a

S x - ®

£/(3)=0 geeft ;= 5 =0
a=3

¥

De grafiek van f, gaat voor a = 3 bij x = 3 over van athemend stijgend naar toenemend stijgend.
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C(4, 5)

[e]

B(1,1) A, 1)

I} X

- <}
() 2] -3 a3 - )

= (4 (8Y_ (4 A (1 - |
rAcz(s)_(1)=(4)"( 1), dus nAc=(1) enAC:x +y=9,

BD snijden met AC geeft | +2t+1+¢=9

Jt=7

t=21
t=23geeftx,=1+2+2t=5%eny,=1+2;=31
Dus D(53, 13).

o/ .
!

L=g(p)~f(p)=3p—1-e""

AL _ 5 _p-3.9 =33
dp

dr _ -3 =
& 0 geeft 2% 3

¥ 3=1;
2p—3=1In(13)
2p=3+In(13)
p=13+5n(1y)
Dus voor p =15 +1In(13) is de lengte van CD maximaal.
Deze maximale lengte is 3(13 +In(13)) — 1 — 15 =43 + 13In(1}) — 25 =2+ 1% In(1}).

PRSI TR B ) )

a2=25 (x+5)x—5)
Er is een perforatie als x = 5.
G-Da=5_ . x-1_4

[FATS]

)= I S5 Myvs 10
Dus de perforatie is (5, 3).
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H—a2—20 (PR -5) 25
I A-22-24 (2+A)(2-6) x2—6

Bladzijde 237

2x—4 + 2x+l — 66
2. 2442721 =66
2 +2-27=66

276" 27 =66
=32
x=5

" De draaiingshoek van 4 is +.

Dus de draaiingshoeken van B, C en D zijn respectievelijk 2, 13w en 137,

Dit geeft B(cos(n), sin(3 7)) = B(-3+/3, ), Clcos(15n), sin(137)) = C(-1, -3+/3) en
D(cos(13m), sin(137)) = D(3\/3, -1).

De lijnen /; en [, zijn evenwijdig met &, op afstand /2 van £,

-

= (_11), dus 1, = (}) enk:x+y=4

[/l kgeeftl x+y=coftewel:x+v—c=0.
Het punt (4, 0) ligt op k.

4+0—

d(k, 1) = d((4, 0), ) = 2 geeft 'Tc =\2
\4—d=2
de—G=2Nt — =2
c=2vc=6

Dus/iix+y=2enl:x+y=6.

I,: x +y=2 oftewel /;: y =2 — x snijden met ¢ geeft x2+ (2 —x)* —2x+6(2 —x)=0
¥+4-dx+x2—2x+12—-6x=0
2x°—12x+16=0
X*—6x+8=0
(x—2)x—4)=0
x=2vx=4

x=2cny=2—x geeft het punt (2, 0).

x=4eny=2 —x geeft het punt (4, -2).

l,: x +y =6 oftewel /,: v = 6 — x snijden met ¢ geeft x* + (6 —x)* —2x +6(6 —x) =0
X+36—12x+x*—2x+36—-6x=0
2x2=20x+72=0
X*—10x+36=0
D=(-10>-4-1-36=-44
D <0, dus geen oplossingen,

De gevraagde punten zijn (2, 0) en (4, -2).

=

4 1

P
O(F) = |2 Jxdx= IxZ%dx = [%xF’%]O = -%p3% —-0=2p*
0

(=}

O(V) =10 geeft 2p* =10

ph=35

p=35=135"={1225
cos(24) =2cosH(A)— 1 cos(24) =1 — 2sin’*(4)
2cos’(4) =1 + cos(24) 2sin*(4) =1 — cos(24)
cos2(A) =1 +1cos(24) sin?(4) =1 —2cos(24)

£(x) = cos?(4x) + sin*(6x) = 5 + Fcos(8x) + 5 — scos(12x) = 1 + 3cos(8x) — scos(12x) geeft
F(x) =x + 1sin(8x) — 578in(12x) + ¢
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De grafiek van f, heeft een perforatie als sin*(x) — a cos(x) =0 A sin(x) + % =0.
sin(x) + 3 =0 geeft sin(x) =-1
x=-gn+k 2mvx=1in+k-2x
xin [0, 2] geeftx=limvx=13n
x = 1t geeft sin?(1w) — acos(1im) =0
f—d 30
}—1+;—a\/?_a=0
a5
1
2
x = 127 geeft sin?(121) —acos(13m) =0
(2°~a3/3=0
ﬁ—é—a 3=0
la\5-4
NG

Er is een perforatic als @ = -3/3 en als @ = +/3.

L

Van ¢ is het middelpunt M(-4, 5) en de straal = \/g :

k:yv=ax+bdoor A(-1,4) geeft-a+ b=4,dus b=a + 4.

Dit geeft k: y=ax+a+ 4 oftewel krax —y+a+4=0.
4a—5+a+4

dM, k)=rgeeft ———— = J5

a-+1

|-3a—1|=+/5a>+5

9a’+6a+1=54*+5

4 +6a—4=0
2a>+3a—2=0
D=3*-4-2--2=25

-3+5 -3-5
a=T:%va:T=*2

a=%igeefth=4tenk;y=3ix+45
a=-2geeftb=2enk, y=-2x+2.

N
he]

[
E

A
sin(x) = % geeft DE = 2 sin(x)

cos(x) = ATE geeft AE =2 cos(x)

AB=2+2-AE=2+2 - 2cos(x)=2+4cos(x)
O=1(AB+CD) * DE =1(2 +4cos(x) + 2) - 2sin(x) = sin(x)(4 + 4 cos(x))

% =cos(x) * (4 +4cos(x)) + sin(x) * ~4sin(x) = 4 cos(x) + 4 cos?(x) — 4 sin’*(x)
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o 0 geeft 4 cos(x) + 4 cos?(x) — 4 sin’(x) =0

oz 4 ¢os(x) + 4(cos’(x) — sin’*(x)) =0
4cos(x) +4cos(2x)=0
4 cos(2x) =-4cos(x)
cos(2x) =-cos(x)
cos(2x) = cos(x + m)
x=x+nt+k-2nvix=-x—n+k-:2n
x=nw+tk-2nv3ix=-nt+tk 2n
x=mn+k-2nvx=-sn+k-in
0<x<jimgeeftx=1n

x= %‘ﬂ.’ geeft O, = sin(%:rc)(4 + 4cos(§:rc)) =;— 3-4+4- %) = 3\6

() =x>—4x?+3x+ 1 geeft f(x) =3x>—8x +3
Stel k: y=ax+bmeta=f(1)=3-8+3=-2.

yv=-2x+b ~ _
e 401, D) STt

Dus £: y=-2x +3.

Bladzijde 238
_n_ K
= gy

FK+1)=10(K+1)—-K
FK+F=10K+10—-K
FK-9K=10—-F
K(F-9)=10-F
_10-F
CF-9

4 54=15-3"
(39*=15-3"+54=0
Stel 3* = u.
w—15u+54=0
(u—6)u—9=0
u=6vu=9
¥=6v3'=9
x=3log(6) vx=2

cosz(;-x) = cos(%x) -2=0
(cos(3x) + 1)(cos(3x) —2) =0
cos(3x) =-1 v cos(3x) =2

%x =n+k-2m
x=2n+k-4n

p=2+3021
3021 =g —2
0,2x — 1 =3log(y —2)
0,2x=1+3log(y —2)
x=5+5"3log(y—2)
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Stel 42 y=2x + D.
Substitutie van y = 2x + b in de cirkelvergelijking geett
4 Qr+b)P+2x—6(2x +b)+5=0
X +4xr+4bx+ b2+ 2x— 12x—6b+5=0
5x*+4bx — 10x +b*—6b+5=0
5x2+ (db—10x+ b2 —6b+5=0
D=(4b—10y—4 -5 (b*— 6b+5)= 165> — 80b + 100 — 205> + 1205 — 100 = -4b> + 40b
D=0 geeft 46>+ 40b =0

4b(-b+10)=0

hb=0vhb=10
Dus de gevraagde raaklijnen zijn y =2x en y =2x + 10.

Alternatieve uitwerking

Stel iz y=2x+ b oftewel k: 2x —y+ bh=0

xFryt i TGy =0

X2+ 2%+ yE =G5 =0

(et 1P~ T4fy -3¢ —9+5=0

(c+ 1P +(y=3)=5

Dus van de cirkel is het middelpunt M{(-1, 3) en de straal »= \/§ .
2 =3

d(M, k) = r geeft T: NG
|-5+b]=5
S+b=5v-5+b=-5
b=10vhb=0

Dus de gevraagde raaklijnen zijn y =2x + 10 en y = 2x.

f(x)=ﬁ= 16(4x + 5)° geeft F(x)=16 - ;- -5 (4x + 10)*4+c=m+c

1 x=0geeft2+4cos(2f)=0 v=1 geeft 1 +4sin(27)=1
4cos(2f)=-2 45in(20)=0
cos(2r)=-1 sin(27) =0
A=3g+k-2nv2U=-in+k-2n 2=k-x
t=in+k-mve=-in+k = t=k-im
tin [0, ] geeft t=3mvt=3n tin [0, n] geeftt=0vr=5mn

x<O0geeftin<r<in v>1geeftO<r<in

x<0Ay>1geeftin<s<inm
Dus P bevindt zich 37 — 1 =+ 1 seconden links van de y-as en boven de lijn y = 1.

fog=Trd=s G- 1e+5) 1Qv-2)Qx+ 10
a 2x+a 2x+a 2x+a
De grafick van f, heeft ecn perforatic als a =-2 en als a = 10.

7(2x = 2)(2x+10)

a=-2 geeft lim f,(x) = lim lim § (2x + 10) =3
x—1 x—=1 x—1

2x—2
1 e i 5(2x—2)(2_x+10)_1, Lo g
a=10geelt fim fi) = lim ™ r 10~ Mimar-2)=3

Dus voor a =-2 is de perforatie het punt (1, 3) en voor a = 10 1s de perforatie het punt (-5, -3).
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3 2 3
//K

1 A E 4

0 1 2 3 4 5 6 z - ’

s w18y, 6% 17 16\ (5%

Zl=§(“+d+e)=%((1)+(3)+(1))=%(5)z(lg)

= 17

5,-(2)

ml=;—-4-2=4,m2=1-2—2endetotalemasqais6.

-~ af, (5% (7) ({215 (14) 1(353) (5%

=44 [3|+2- | )|=% + =3 , dus Z(55,
£ (1';‘ 2 665 4)]”5l02 1; us Z(55, 15).

6x—5 3(2x+1)—3-5 8
R A T e P P

ft F(x)=3x—8 - sIn|2x+ 1| +c=3x—4In]2x+ 1| +¢

ZACB = 180D 90° —32° =58°

tan(32°) = geeft BC=8tan(32°)=4,99...

tan(/BCD) = % = ﬁ =1,00... geeft ZBCD =45,00...°

LACD = ZLACB — ZBCD =58° —45,00..° = 13,0°

5
4v—6
X4y =6)=3(4v—6)—5
4xy—6x=2y—3-5
dxy—2y=6x—38
y(dx—2)=6x—8
_6x—8 2(3x—4) _3x—14
T4x-2 2(2x—1) 2x—1
5
4x—6

-, dus voor /™ geldt x =3 —

Voor fgeldt y =1 — —4x5_ 5

—4
Dus g(x)= 1s de inverse van f(x) =5—

Zx

-3
(-3 (Fhawi=(3)
‘( 2) (7)‘ _[9-14 23

os(Z(k, 1)) = ‘(_32)‘ ‘ ‘(,7?,)‘ - J13 \/ﬁﬂ 754

Lk, y=33,1°
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Bladzijde 239

1 3log(x+1)=4 +5log(x— 1)
Mog(x +1)=4—3log(x—1)
SNog(x+ 1) +3log(x—1)=4
“log((x + I)(x — 1)) =4
log(x*—1)=4
x*—-1=81
x2=82
x=+/82 v x =-/82 (vold. niet)

Van c¢ is het middelpunt M(3, -1) en de straal = \/ﬁ
k:y=ax+bdoorA(-1,-3)geefi-a+b=-3,dusb=a—3.
Dit geeftk:y=ax+a—3oftewel krax—y+a—-3=0.

+1+aqg-—

\3a a 3|=\/m
Jat+1

|4a — 2] = \/10a% + 10

16a>—16a+4=10a>+ 10

d(M, k) =r geeft

64>~ 16a—6=0

3a2-8a—3=0

D=(-82—4-3-3=100

L 8F10_ o 8-10_
6 6

a=3geeftb=0enk;:y=23x
azf}; geeft b=f3§-en kZ:y=f§x—3;—.

[

1

i

o

X

f(x)=p geeft e"=p oftewel x = In(p)
In(p)
In(p)
o) = J (P—e")dx=[px—e”]0 P =pn(p)—p-(0-1)=pln(p)—p+1
0
O(V)=1 geeft pln(p)—p+1=1
pln(p)—p=0
p(n(p)—1)=0
p=0 v In(p)=1
vold. nietp=¢

Dus voor p =e. : £
I
I
1-2¢°=0 off
e“‘=% f :
x=1In(}) i
De verticale asymptoot is de lijn x=In(}). _— E_ _____________ o
1 I
1+—= I
lim el lim B i LR e o
xaml _23r xamL_Q’ _2 2 mmmmmmee :“'7‘—_—_)’__5
e’ :
fim L= 011, i
roml—2¢F 1-2-0 1 !
De horizontale asymptoten zijn de lijnen y=-3 eny =1, :
|

Zie de figuur hiernaast. x=Inf
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() =0 geeft cos(21) =0
A= ntk'x
t=im+k-in

De eerste keer is voor ¢ = 5.

-2

~1 o [3sinGm)|  [-13\2
v(“n)_(—Zsin(%ﬂ))_( —\/_)
v = (132 + (27 = |85 =1/54

Dus de gevraagde baansnelheid is 3/34.

S =0geeft 7 —2t+1=0
(t—1)>=0
r=1

Het raakpunt is (1, 0).

St = (x'(t)) _ (—t2 +2t+ 3)

2@ 2t—2
= (’1 ;f; 3) = (g), dus W1)=4,

De gevraagde baansnelheid is 4.
w(£) = (-2 + 2t + 3P + (21 — 2)? geeft

— W — 1
a(t)—v(l) 2\/(_[2+2f+3)2+(2l_2)2

A+ 2+3) (2t +2)+2(2-2) 0 2)

ELAD 8 o (D) 4 HE D) DY Bl Q4 S <0 Ty =0

2,/16

a(l)=
21 +2+ 3P +(2-2)
De gevraagde baanversnelling is 0.

y=4x—1
yY=x-1
x=y2+l

q q q
KL)= njxldy = TL'J-(_VZ +1Pdy= nI(y“ + 2+ Ddv= n[%y-'s +2y3 +y]g =n(t¢*+34° +q)
0

0 0
g=+\p—lgeeft LL)=n(;(\p— 1)’ +3(p— 1’ +p—-1)

P P
1(M)=njy2dx=nj(x— Ddv=n[3x> —x =GP —p— G- 1) =nEp* —p+3)
1 1
KL)=2 - KM) geefi a(s(yp — 1 +3(p— 1P+ \p— ) =2 - n(3p* — p +3) oftewel
s =1 +3(p =1+ p=T=p*=2p+1.
Voeriny, =t(\x— 1P +3(x— 1P+ x—leny,=x2—2x+1.
De optie snijpunt geeft x = 3,448...
Dus p = 3.45.
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ZC=180° —100° — 35° = 45°

Do Locof 102 _ 4B 102 4c
¢ SINUSTCEEl £CCH Gin(100°)  sin(45°%) “§in(100°) ~ sin(35°)
g 102sin(45%) Ll L
T Tsin(100°) O ~sin(100%) T

Dus AB=73en AC=59.

2sin(2x) =-/3

sin(2x) =-1\/3
x=-jm+k-2nv2x=13n+k 2
x=-tntk-nvi=im+k-m

- 2 5 2 5
xin [0, 2rn] geeftx=Snvx=znvx=I1invx=1in

d4, B)=\2-2pP +(p+1-3 =2 - 2p) +(p—27=4-8p+4p? +p —dp+4=[5p*— 12p+8
. .. . -12
59> = 12p + 8 is minimaal als 5p* — 12p + § minimaal is. Dus als p=--—7=2

2.5 %
De minimale afstand is \/5 &P -12-8+8= \EZ VER

25x+6=5x+l
(52)xk5x+1 +6=0
(5P-5:5+6=0
Stel 5*=u.
wW—5u+6=0
(u—2)u—-3)=0
u=2vu=3
5¥=2v5=3
x="%log(2) v x="1log(3)

ut-o-{]- (2
pami-a=(()-3-|

cos(Z(A4B, AC)) =

Il

Z(AB, AC)=55,3°
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Bladzijde 240
Y mer] x=4

4
y=1
O X
4, 5 2 4 2
I(L)an(x:1>dx—n- 12-3=nj(x+%>dx—3n=1rj(x2+2+ )dx 3n
1 1

1
4

nJ'(2+2+x2)dx 3n= n[ 3+2x—x"]?-3n
1
= (3 43+244—4“—(%4—2—1))—3n=27%n—3n=24%n

v(t) =10 geeft sin(2) =0
2t=k-m
t=k- %:'r
Voor ¢ =17 snijdt de baan de positieve x-as.
{x(t) i s@n(r —m) seeh {x:(t) i cos(t — ;1)
¥(£) =sin(2) V() =2cos(2f)

@ 200‘%(7[) -2
|:dX:|x: 57 cos(4;r[) 2\/_ \/_

tan(a) =-2+/2 geeft a =-70,5..°
Dus de gevraagde hock is 71°.

\’_

flx)= o 3gce’ft

_(e2r 3) et — (ex_z).eir.g_esx_3ex_2e3x+4ezx__33x+432x_3ex

_—ef(e*—-4e"+3)

fx)= (€2 —3)2 - (e —3) - (2 — 3)? (e —3)?
F(x)=0 geeft e (e* —4e*+3)=0
—4¢"+3=0
("= 1)(e"—3)=0
e'=1ve'=3
x=0vx=In(3)
fO)=T=2=} en f(In@3) -3 =2~}
1_2
X X — 2 . g ezx — . t— —1
Jim S5 i T3 =g en lim S5 gy
e?_x
—3=0geeft e =3 y
=In(3) i
x=1In(3) i
Schets, zie hiernaast, ! B
Het bereik van f bestaat uit de intervallen (<, ;] en [3, —). S N yes
I :
1 il —
0 @) A
i
|
I
x=2In(3)
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x(H=r—4 x(H=2t—4

{y(t) =22 +4 geeh { Vity=4r+4

Evenwijdig met de x-as, dus y(0)=0 Ax(6) #0
4t+4=0n2t—4+#0
4t=-4A2t#4
t=-1At#2

t=-1 geetft het punt (5, -2).

Evenwijdig met de y-as, dus x{f) =0 A () £0
2t—4=0n4t+4+#0
t=2Aat#-1

¢ =2 geeft het punt (-4, 16).

Er geldt-1 <cos(f)<1,dus-1<x<1,
Substitutic van x = cos(r) en y = 2sin(2¢ — 37) in y = 2 — 4x? geeft 2sin(2¢ — 3m) = 2 — 4 cos(r)
sin(2¢ — im) = 1 — 2 cos*(?)
cos(2f — im+17) = cos(20)
c0s(2¢) = cos(2f)
Dit klopt voor elke waarde van 7.
Dus bij de grafiek met de gegeven parametervoorstelling hoort de parabool y =2 — 4x? met -1 <x < 1.

A = B

De cosinusregel geeft BC*=8>+97—2 8 - 9 - cos(130°) = 237,56...

BC=/237,56...~ 15,4

_2x—1 poo P +2)-2—-(2x—1)-2x 2324443 +2x 22 +2x+4
f(x)ixz_l_z geeftf(x)— (x2+2)2 - (JC2 +2)2 - (x2+2)2
F(x)=0 geeft -2x>+2x +4 =0

xX—x—2=0

(x+1)}{x—2)=0
x=-lvx=2

min. is f(-1) =-1, max. is f(2) =5 en B,=[-1, 5].

cos(2x—§n)=cos(x+§n)
2x—%n=x+%:rt+k-27tv2x—%7r=*x—%n+k-21:
x=3n+k-2nvix=tn+k-2nm

=3 . _— .2
x=¢ntk-2nvx=untk-in

Stelk:y=ax+bmeta=01_—_21:fl.

l:yv=-x+bdoor C(0, 1) geeft iz y=-x+ 1 oftewel , x +y—1=0.
9+2-1] 10

d(A,k)zT_E%\/Q
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1

£103 jaar ~ 2
Sjoar = (37 = 0,9933
Dus per jaar is de afname 0,67%.

- 5
e (z)
n= (3), dus »,= (2)

(3)(3)‘ _l1s+4] 19

HREE R

cos(ZL(k, 1)) =

2
Lk, [y=11,9°
Bladzijde 241
s
Schuif de grafiek van /1 omlaag, dit geeft de grafiek van g(x) = a P l_ 1.

Iw)= nf(g(x))zdx - nf(xz it 1>2dx = nlf((xz: 1)2 s "‘2; Lo i l)dx

X
1 1

4 5 4
=nj(%2“—2(x+l>+ 1)dx=nj(x2+2+i2—zx—2+ l)dx
X X X

X
1
. P 4
=nj(x2—2x+3 —;+x’2>dx=7t[;-x3—x2+3x—2]n|x| —1];
1
=nG3  #-42+3-4-2In(4)—5-G-1+3-2In(1) - 1))
=n(215—16+12-2In(2) -5 -G -1+3-0-1))=153n— 4xIn(2)

|y ="log(x)

1 translatie (3, -2)
y=-2+5log(x—3)

1 verm. y-as, %
Fx)=-2+%0g(2x—3)

¢ heeft middelpunt M(1, 0) en straal \/§
d heeft middelpunt N(4, 1) en straal 24/2.
Stel k2 y=ax+ b oftewel kr ax —y+ b =0,

+b
d(M, k) = \J2 geeft \/‘;m=\/§oftewel la+b|=2" & +1.
\4a—

d(N, k) =22 geeft%=2ﬁ oftewel [4a — 1 +b| =22 - \Ja® +1.
Hieruit volgt 2|a + b| = [4a — 1 + b
2Qa+by=4a—1+bv2a+by=-da+1-b
2a+2b=4a—-1+bv2a+2b=-4a+1-b
b=2a—-1v3b=-6a+1
b=2a—1vb=-2a+%
b=2a—1 invullen bij |a+ b|= 2+ Ja®+ 1 geeft |[a+2a—1|=\2 - Ja? +1
|3a—1|=2a2+2
90> —6a+1=2a*+2
Ta*—6a—1=0
D=(-62-4-7--1=64
_6+8 6-8_ )

@ vesTg T

a
a=1geeftb=21-1=lenk:y=x+1.
a=-1geefth=2--1—1=-13enk;y=-tx— 13
Hiermee zijn de twee lijnen gevonden, dus b =-2a + § voldoet nict.
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In(x)+1=0
In(x)=-1
1

x=¢l==
5

De verticale asymptoot is de lijn x = é.

@) 1
" _ g In(29)-1 In2)+In@x)-1 ;i In(x) n) g+1-0_
xg]}c-f(x) 7x1ar£1c- ln(x) +1 ; ln(xl)rgoo ln(x) +1 a ln(xl)tgoo 1+ B 1+0 =i
In(x)
De horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
o C JIP
; i In(2x)—1 A In(2)+I(x)-1 I () g+1-9
xlft;lf(X) a .xl,Jl,% IH(X) +1 a ln(x)lr—l’)lm ln(x) +1 ; ln(.x)lgfua 1+ 1 a 1+0 B
In(x)
y
|
I
|
|
|
I
-———4 ———————————————— y=1
|
|
0 | *
|
|
|
|
|
|
|
|

=
LYE

{x(t)=—§-t3+zz+3t ft{x’(t)=—x2+21+3

v =F£—-4t+4 Vi =2t—-4

Raaklijn verticaal, dus x () =0 A () Z0
L+2t+3=0A2t—4+£0
F—=2t—3=0A2t%4
(E+D)(t=3)=0At+£2
t=-1vr=3

t = -1 geeft het punt (71§, 9) en t = 3 geeft het punt (9, 1).

y=9geeft*—4+4=9

F—4r—=5=0
(t+1)1=5=0
t=-1vit=5

t=5 geeft het punt (-13, 9).

Dus de baan snijdt zichzelf op # = 5 in een punt waarin de raaklijn aan de baan verticaal is.

=5 geeft[ﬂ] o 10=% .0 .1
dvle~s 25+ 10+3 -12 2

tan(a) =-1 geeft a =-26,5...°

De gevraagde hoek is 180° — 90° — 26,5...° = 63°,
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3 f=-5@—3)' -2

1 verm. x-as, -10
y=2(x—3Y+20
| translatie (5, -15)
gx)=2(x—8)*+5
min, is g(8) =5

4 2+ < i 7 is omgekeerd evenredig met v, dus 2 + A

x+4

= |0

x=2eny=4geeﬂ2+i=

. 3
+———=—
Dit geeft 2 i

2+ 11 _ 10

x+4 hY

10(x + 4)
Y e Tl
10x +40
YT 11

FE) =+ 1 =22 = 2x + 1 geeft f(x) = x® + 22— 2x 2
FND=22+2-2{2-2=0

¥

L
:

Dus f heeft een extreme waarde voor x = +/2.

Bladzijde 242
De vergelijking van ¢ is van de vorm (x — 8)*> + (v — 5 =~
Substitutie van x =7+ 2 en y = 37 + 1 geeft
(t—6)*+(GBr—4y =+
£=12t+36+97-24t+16=1r*
102 =36t +52—17=0
D=(36¥%—-4-10- (52 —1%)=1296 — 2080 + 4072 = 40r> — 784
D=0 geeft 40r> — 784 =0

4012 =784

?=19,6
Dusc: (x— 8+ (y—5)>=19,6.

T f(x)=3x°—1x2+2 geeft fx)=x"—x
fx)=6geeftx?—x=6
X-x—-6=0
@+ 2 —8=0
x=-2vx=3
f(2)=-25enf(3)=6;
Dus A(-2, -2%) en B(3, 63).
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i () f)-

c/ \0 c

- = = a 2 a—c
a=a-78,=(¢)+(, )= (¢2¢)

D op de y-as geeft @ — c = 0 oftewel c = a.

- 7 = (b < \_{ b-c
-c )enc_b+BAR_(c)+(b—a) (—a+b+c)

e = = . el [P
m=%(c+d)=%(( b—¢ )+(a c)):%(a b 26’): sa 2.b]r:
—at+b+ec b—a 2a+2b+c -a+bh+sc

BM is horizontaal als geldt -a + b + ¢ = ¢ oftewel -a + b— ¢ =0.
Substitutie van ¢ = a in -a + b — ¢ =0 geeft -a + b —a=0 oftewel b = 15a.

i > (1ta) = la+ia-a Ta
c=aenb=15a geeftb = enm = 11 = .
a -a+lsa+sa a

BM =3 geeft |13a —7a| =3
|13a|=3
15a=3
a=2%

Dusa=2% bh=3ienc=23

f(x)=0 geeft4x —x>*=0 g(x)=0geeft 5-2x=0
x(4—-x)=0 2x=5
x=0vx=4 x=2;—
f(x)=g(x) geeft dx —x?=5—2x
¥ —6x+5=0
x—Dx-5=0
x=1vx=35

=

TR i

1 2% 1 24

IL)= nJ'(4x —x?)Pdx + ch (5-2xPdx= ch(16x2 —8x +xH)dx + nj (25— 20x + 4x?)dx
1 0 1

-t %xS]:] +m[25x — 102 + %xﬂ?i

0
IL
3

(F=2+3)—m0—0+0)+mn(25 - 23—10 - @23P+5 * 23F) —n(25-10+5)

=1
=7
B 15 49 ol
=BT e n—3n=85n
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y=yx

| translatic (4, -2)
y=-2+ \/m

1 verm. y-as, %
fly=-2+2x-4

D,=[2, =), B,=[-2, —) en randpunt (2, -2).

| De grafick van f, heeft een perforatie als In(ax?) +2 =0 A In(x) + 4 =0
In(ax?) =-2 A In(x)=-4
axl=¢? ax=¢*

Substitutie van x = e™ in ax? = e geeft a(e™)’ = ¢

act=¢?
a=c¢eb
I

JEO= 1y
po 1P 3-(1-30) 20+ 1) 3@+ 1D-2(1-39) 3x—3-2+6x_ 3x—5
= Gy TGy wry @y
oo 1P 3-(Bx=5) 3x+1y 3x+1)-3(3x-5) 3xr+3-9x+15 -6x+18
/0= (x+1)° N (x+ 1) T G+ Dy
, 14 . 36
J63)= > 0en "3 = >0
Dus in 4 toenemend stijgend.

4, -2 " 12
F=5<0enf(1)=55>0

Dus in B afhemend dalend.
’, 7 ” -6
f(4):?>0 enf (4):5—4<0

Dus in C afnemend stijgend.

Volgens de omgekeerde stelling van Thales is het middelpunt van de omgeschreven
cirkel het midden van BC.,

Noem de straal van de cirkel r.
Dan moet gelden 7 = 36z

=36
r=6
Dus BC=12.
. AC ‘ o
sin(30°) = 1 geeft AC=12sin(30°)=12 ' 3=6
c08(30°) = ‘;’—‘25’ geeft AB=12cos(30°) = 12 - L /3 =63

De omtrek van drichoek ABC is 12+ 6 + 6,/3 =18 + 6,/3.
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Ty =sin(x)
1 verm. y-as, 2
¥ =sin(zx)
| translatie (37, -2)
¥ =-2+sinG(x ~3m)
Dus f(x)=-2+ sin(;—x - ;;n).

Bladzijde 243

] A=12-3\/1-2B
3Jy1-2B=12-4
kwadrateren geeft
9(1-2B)=144 - 244+ A4*
9— 188 =144 244+ A*
-18B=A4>—244+135
B=-1A2+1i4-7%

| f(x)=13x"— ax® + 4x + b geeft f(x) = x> — 2ax + 4 en f"(x) = 2x — 2a.

£7(x)=0 geeft 2x—2a=0

2x=2a

X=d
Er moet gelden f"(a) =rc,.
fla)=-5geefta*—2a-a+4=-5

at—2a>=-9

-g*>=-9

a*=9

a=3va=-3
f,(3)=2:3-3-3244-3+b=b—6

y=-5x+2 } _
b—6=-5-3+2
door (3,5 —6) b=-1540 # b

FlZ=gf 848 » PP -B =B +E

y=-5x+2 }
: betf=-5 65 + 8
RpeEeS, BB b 15496 11

Dusa=3enb=-7Tofa=-3enb=11
-cos(2x + %:'r) =cos(2x + 1%7:) =sin(2x + 1§n + %:-r) = sin(2x + 121:)

] ¥+ +4x—6y+8=0
X+4x+)y’—6y+8=0
(x+2P—4+(y—-3F-9+8=0
(x+2y+(y=3)*=5
Dus middelpunt M(-2, 3) en straal »= /5.

diA, My=\[2—-2P+(11-3)2=,/80=4.5
A, y=d(4, M)—r=45—5=3/5

e —6ertl+5e7=0
(e —6ee'+5e*=0
(e"—e)e"—5¢)=0
ef=eve =3¢
x=1vx=In(5¢)
x=1lvx=1+In(5)
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{x(t‘) =2p-27—6t . {x’(r) =22-4t—6

w=£~-4 V=2t

Evenwijdig met de x-as, dus y(0)=0 Ax(6) #0
21=0A2P—4t—6+#0
=0

¢t =0 geeft het punt (0, -4).

Evenwijdig met de y-as, dus x(0))=0 A () Z0
2P —4t—6=0A2t#0
F—=2t—3=0At#£0
+D)(t—-3)=0nAt#£0
t=-1vit=3

¢ =-1 geeft het punt (3 ;—, -3) en 7 = 3 geeft het punt (-18, 5).

y= ]n(%x + 1) geeft ln(%x +1)=y»

%x+l=ey
;-x=ey—1
x=2¢¥-2
¥ f
/y=1

1 1 1

KL)=r[vdy=n[(2e’~2)dy=n[(4e¥ ~8e' + )dy=n2e* ~ 8e* + 4],

0 0 0
=n(2¢?—8e+4)—n(2-8+0)=(2e>— 8+ 10)x

k:x+7v=21oftewel k: x=21-"Ty
Stel M(21 —Tp, p).

20-Tp+2—1] [2Q21-Tp)—p—2
d(MJ)Zd(M,m)geeft| pr2p—1] [ B—g—g

V5 V5
20— 5p| =42 - 14p—p 2|
20— 5p| =140 — 15p|
20-5p=40—-15pv20—-5p=-40+15p
10p =20 v -20p =-60

p=2vp=3
p =2 geeft M,(7,2) en r, =d(M, z)zw:ﬂzg\ﬁ
’ ’ V5 V5
0+2-3-1] 5
p =13 geeft M,(0, 3) en r, =d(M,, [)=T=$=\/§

Dusc;: (x=7P+(y—2P=20enc, x>+ (y—3)?=5.
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Met de oefentoetsen kun je je voorbereiden op het proefwerk.
Als je meer uitleg nodig hebt, zijn er ook nog handige uitlegvideo’s.
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